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Высшая математика
1. ВЕКТОРНАЯ АЛГЕБРА

1.1 ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ И ОПРЕДЕЛЕНИЯ

В математике разлиичают величины различных типов.

Величины, значение которых определяется положительными или отрицательными числами, называются скалярами. 

Величины, значение которых характеризуется как значением, так и направлением, называются векторами.

Векторной алгеброй называется раздел математики, в котором изучаются векторы и действия над ними.

Вектор – направленный отрезок.

Можно дать еще одно определение вектора:
Отрезок прямой называется направленным отрезком или вектором, если указано, какой из его концов считать началом, а какой – концом отрезка.
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В математике оперируют понятием  т.н. свободного вектора.

Свободный вектор – это вектор, который можно перемещать в пространстве, сохраняя его направление и величину.

Длина вектора или его величина  называется модулем вектора.

Молуль вектора – величина скалярная. Он обозначается:
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Вектор, имеющий нулевую длину, т.е. у которого совпадает начало и конец, называется  нуль-вектор. Обозначается  
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.

Вектор, модуль которого равен 1, называется единичным вектором.

Единичный вектор, направление которого совпадает с направлением  вектора a, называется ортом этого направления: a0.
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a0                                                 Тогда a = a۰ a0
Векторы, параллельные одной и той же прямой называются коллинеарными
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Коллинеарные векторы, имеющие одно направление, называются равнонаправленными: a↑↑b.

Коллинеарные векторы, имеющие разное направление называются  противоположно направленными: a↑↓b.

Необходимым  и достаточным условием коллинеарности векторов a и b является выполнение соотношения 

                  b=λa,           где     λ – скаляр.

Векторы, параллельные одной и той же плоскости называются  компланарными.  

Необходимым и достаточным условием компланарности векторов a, b и c является выполнение соотношения

 c = ma + nb,     где m,n  скаляры.

Векторы a и b называются равными, если они равнонаправлены и имеют одинаковые модули. Т.о. равенство векторов требует выполнения трех условий:
a) a и b коллинеарны,
b) a и b одинаково направлены,

c) ‌ a ‌  = ‌ b ‌ .
Два вектора, имеющие равные модули и противоположные направления, называются противоположными. Вектор, противоположный вектору a обозначается  -a.

1.2 ПРИВЕДЕНИЕ К ОБЩЕМУ НАЧАЛУ. ДЕЙСТВИЯ НАД ВЕКТОРАМИ.

Т.к. в математике рассматриваются свободные векторы, то их всегда можно привести к общему началу. Для этого надо построить векторы, равные данным и имеющие начало некоторой точке О.
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1. СЛОЖЕНИЯ ВЕКТОРОВ.

Суммой векторов a и b называется вектор c, замыкающий ломаную, построенную на векторах a и b.

Это определение реализует правило треугольника

                       c = a + b


                   b                                       c              b   

          

 a                                  a                                


Сумму векторов a и b  можно найти с помощью правила параллелограмма. Для этого на векторах a и b  строят параллелограмм, совмещая начала обоих векторов. Результирующий вектор совпадает с диагональю параллелограмма, расположенной между векторами a и b.

                        c = a + b


                b            c                            

                               a

Операция сложения векторов обладает свойствами:

1. a + b = b + a - коммутативности (переместительности),

2. (a + b) + c =a +(b + c) – ассоциативности (сочетательности),

3. a + (-a ) =0

4. ׀a + b׀≤ ׀a׀+ ׀b׀

5. ׀a + b׀≥ ׀a׀ - ׀b׀

Два последних свойства вытекают из рассмотрения треугольника, построенного на векторах   и  любая сторона треугольника не больше (меньше или равна) суммы других его сторон (4) и не  меньше их разности (5).

Сумма нескольких компланарных векторов находится по правилу многоугольника или цепи.
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Сумма трех некомпланарных векторов находится по правилу параллелепипеда.
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2. ВЫЧИТАНИЕ ВЕКТОРОВ.

Разностью векторов a и b называется вектор  c, который в сумме с вектором b дает вектор a.

                          c = a – b;                 c + b = a

Операция вычитания противоположна операции сложения. Поэтому обычно эта операция заменяется операцией сложения с противоположным  вектором:

                a – b = a +(– b)

Тогда в соответствии с правилами треугольника и параллелограмма будем иметь:
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         c = a – b                                        c = a – b
Вектор c от вычитаемого b к уменьшаемому a.

3. УМНОЖЕНИЕ ВЕКТОРА НА ЧИСЛО (СКАЛЯР).

Произведением вектора a на скаляр m называется вектор b, коллинеарный вектору a, модуль которого равен произведению модулей ׀a׀ вектора и числа m:

                           b = ma

                       
                    a             b       ma    ma                ma            ma

    (m>1)           (0<m<1)              (m<1)        (-1<m<0)+

Операция умножения вектора a на скаляр m обладает свойствами:

1. m(na) = (mn)a – ассоциативности  (сочетательности)

2. (m+n)a = ma + na  или  m(a+b) = ma + nb – дистрибутивности (распределительности).

1.3 ПРОЕКЦИЯ ВЕКТОРА НА ОСЬ.
Осью называется прямая, для которой задано:

· начало отсчета;

· масштаб;

· положительное направление.

В математике рассматривается два понятия проекции вектора на ось:

геометрическая (векторная) и алгебраическая (арифметическая, скалярная).

Геометрической проекцией вектора   
[image: image6.wmf]AB

  на ось Ох  называется вектор 
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, , начало и конец которого, являются проекциями начала и конца, соответственно, исходного вектора
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Алгебраической проекцией вектора  
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  на ось Ох называется длина вектора 
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,  взятая со знаком  плюс или минус, если направление вектора  
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,  и оси  Ох  совпадают или противоположны  соответственно. 

Обозначается   прох
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   и является скаляром.

Введем понятие угла между векторами.

Под углом φ между вектором
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,  равным  вектору 
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 и осью Ох понимается угол, на который необходимо повернуть кратчайшим путем полуось  А1х  вокруг точки А1 до совмещения с вектором 
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Следовательно,   0 ≤ φ ≤ π.
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Угол φ считается положительным, если поворот осуществляется против хода часовой стрелки, и отрицательным в обратном случае.

Для определения проекции вектора на ось используется несколько теорем.

Теорема 1. Проекция вектора  на ось Ох равна произведению его длины на косинус угла φ между вектором и положительным направлением оси.

прОх 
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 =׀
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׀соsφ
или

прОх 
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׀ соs(х, 
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Пример:  Вектор  образует с осью Ох угол 120˚. Найти проекцию вектора на ось, если ׀a׀ =6


               
        а   

                   120˚                       прОха =׀а׀cosφ =6cos120˚ = -3

                      О                 а1             х


Теорема 2. Проекции равных векторов на одну и ту же ось равны между собой.
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Теорема 3. Проекция суммы векторов a и b на ось Ох равна сумме их проекций на ту же ось.
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Теорема 4. При умножении вектора  a на некоторое число, проекция этого вектора также умножается на это число.

                        прОх λa = λ прОх a


                               λa

                           а

          О                                                         х

                             
          а1              λa1
1.4 ЛИНЕЙНАЯ ЗАВИСИМОСТЬ ВЕКТОРОВ.

Линейной комбинацией векторов называется  вектор, являющийся их алгебраической суммой:

          λ1a1+ λ2a2+ λ3a3+….+ λnan ,                          (1)

где λ1, λ2, λ3,…. λ n – вещественные числа, называемые коэффициентами линейной комбинации.

Векторы a1, a2, a3,…an называются линейно зависимыми, если существуют вещественные числа  λ1, λ2 , λ3, …. λ n  не равные нулю одновременно, такие, что их линейная комбинация  равна нулю:

 λ1a1+ λ2a2+ λ3a3+….+ λnan  = 0                              (2)

Векторы a1, a2, a3,…an называются  линейно независимыми, если равенство (2) выполняется лишь тогда, когда все  коэффициенты  обращаются в нуль

  λ1= λ2 = λ3= ….= λ n = 0 

Условия линейной зависимости векторов определяются  следующими теоремами:

Теорема 1. Векторы a1, a2, a3,…an являются линейно зависимыми тогда и только тогда, когда хотя бы один из них представляет собой линейную комбинацию остальных векторов.

Теорема 2. Система векторов, включающая нуль-вектор, является  линейно зависимой.

Теорема 3. Два вектора  являются линейно зависимыми тогда и только тогда, когда они коллинеарны.

Теорема 4. Три вектора являются линейно зависимыми тогда и только тогда, когда они компланарны.

1.5 ВЕКТОРНЫЙ БАЗИС.

Векторным базисом называется упорядоченная система линейно независимых векторов, образующих векторное пространство, если любой вектор этого пространства можно представить в виде линейной комбинации базисных векторов.

Число векторов, образующих базис, называется  размерностью векторного пространства.

Следует отметить, что имеют место следующие фундаментальные утверждения:

1. Любой ненулевой вектор e1, лежащий на данной прямой, образует базис на этой прямой.

2. Любая упорядоченная пара неколлинеарных векторов e1, e2,  принадлежащих данной плоскости, образует базис на этой плоскости.

3. Любая упорядоченная тройка e1, e2, e3 некомпланарных векторов    образует базис в пространстве.

1.6 КООРДИНАТЫ ВЕКТОРА.
Пусть e1, e2, e3 - произвольный базис в пространстве. Тогда для любого вектора  a  этого пространства существуют вещественные числа  x, y, z  такие, что имеет место равенство:

a =xe1 + ye2 + ze3                               (1)
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Равенство  (1) принято называть разложением вектора  a по базису e1, e2, e3, а упорядоченную систему чисел x, y, z - координатами вектора  в этом базисе:   a{x, y, z}, a=(x, y, z)

Имеют место следующие теоремы

Теорема 1. Каждый вектор пространства однозначно раскладывается по базису e1, e2, e3.
Следствие теоремы 1. Равные векторы имеют равные соответствующие координаты в данном базисе и, наоборот, если соответствующие координаты двух векторов в некотором базисе равны, то равны и сами векторы.

Арифметические операции над векторами, заданными своими координатами, выполняются в соответствии со следующей теоремой:

Теорема 2. При складывании векторов их соответствующие координаты в произвольном базисе e1, e2, e3  складываются, а при умножении вектора на произвольное число  α каждая его координата умножается на это число.

Пример:  Пусть a =e1 - 2e2 + 3e3; b =-e1 + e2 + 2e3

Тогда:

a+b = - e2 + 5e3

a -b = 2e1 - 3e2 + e3

2a = 2e1 - 4e2 + 6e3

1.7 АФФИННАЯ  (ДЕКАРТОВА) СИСТЕМА КООРДИНАТ.
Аффинная система координат в пространстве определяется заданием базиса e1, e2, e3 с общим началом в фиксированной точке О, называемой началом координат.
Аффинную систему координат часто обозначают как               {0,e1, e2, e3} и называют аффинным репером.                                              

                                                Z
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                         е3                                       Y
                                    е2
        О                         

                             е1                   

                                                        X
  Прямые, проходящие через начало координат в направлении базисных векторов, называются осями координат. Оси  обозначаются номерами или буквами – X, Y, Z. Общепризнанные названия осей: 

Ox - абсцисс;

Oy - ординат;

Oz - аппликат.

Если базисные векторы e1, e2, e3 не являются попарно перпендикулярными, то такая аффинная система координат называется косоугольной.

Вектор  
[image: image20.wmf]OM

, соединяющий начало координат с произвольной точкой  M , называется  радиусом – вектором   точки  M , обозначается 
[image: image21.wmf]OM

{x, y, z}или 
[image: image22.wmf]OM

=(x, y, z).Аффинными координатами т. M   называют координаты ее радиус – вектора 
[image: image23.wmf]OM

 в этом базисе: M (x, y, z).

1.8 ДЕКАРТОВА ПРЯМОУГОЛЬНАЯ  СИСТЕМА КООРДИНАТ.

Базис называется ортонормированным, если  его векторы единичные и попарно ортогональные. Система координат, базис которой ортонормированный, называется декартовой прямоугольной системой координат. Базисные векторы этой системы координат обозначаются как      i, j, k. .
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Систему обозначают так: {0, i, j, k }

Разложение произвольного вектора  a по данному базису имеет вид:

                        a =xi + yj + zk

Числа  x, y, z  называют декартовыми прямоугольными координатами вектора.

Соответственно в координатной форме вектор  a представляется как:

a{ x, y, z }   или a = (x, y, z)

В общем случае прямоугольными координатами вектора  a называются алгебраические проекции вектора a на оси координат.

Правые и левые тройки векторов.

Тройка некомпланарных векторов  a, b, c   с общим началом в точке О называется правой (левой), если имеет место одно из следующих утверждений:

1. С конца третьего вектора поворот от первого вектора ко второму кратчайшим путем наблюдается против часовой стрелки.

2. Находясь внутри телесного угла, образованного векторами тройки, мы наблюдаем поворот от 1-го ко 2-му, от 2-го к 3-му, и от 3–го к 1 –му против (по ходу) часовой стрелки.

3. Тройки векторов ориентированы в пространстве в соответствии с пальцами правой (левой) руки.



         c                                                              c                 

                                          b                                                      a

                              a                                
                 b
                            правая                                                левая
1.9 ВЫРАЖЕНИЕ РАДИУС-ВЕКТОРА  ЧЕРЕЗ ЕГО НАЧАЛО И КОНЕЦ.

Пусть даны координаты точек А(x1,y1,z1) и В(x2,y2,z2), которые являются точками начала и конца  вектора 
[image: image24.wmf]АВ

, в декартовой системе координат.

                                       А                                      В

                                          r1                       r2

                                                     O                

Радиусы- векторы точек А и В определяются как

r1 = 
[image: image25.wmf]OA

=(x1,y1,z1),

r2 = 
[image: image26.wmf]OB

=(x2,y2,z2)

                     Тогда 
[image: image27.wmf]АВ

= r2 - r1  или в координатной форме 
[image: image28.wmf]АВ

(x2-x1,y2-y1,z2-z1).

   Поэтому  координаты вектора определяются как разность соответствующих  координат его конца и начала.

Пример 1. Выяснить, будут ли векторы 
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 линейно зависимыми.

                                 Решение


Для ответа на поставленный вопрос воспользуемся определением линейной зависимости векторов, согласно которому два вектора линейно зависимыми тогда и только тогда, когда существуют вещественные числа 
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 и 
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, не равные нулю одновременно, для которых справедливо равенство:
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Это равенство в координатной форме будет иметь вид:
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Выполнив операции умножения вектора на скаляр и сложения векторов, получим:
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}

{

}

0

,

0

,

0

15

5

;

3

;

9

3

2

1

2

1

2

1

=

-

-

+

-

l

l

l

l

l

l

.

Приравнивая соответствующие координаты двух векторов, получим систему:
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Решение системы имеет вид 

                                   
[image: image37.wmf]2
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 подстановка которого в векторное равенство дает
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Таким образом, векторы 
[image: image40.wmf]1
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 и 
[image: image41.wmf]2
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 линейно зависимы.
Кроме того, уравнение (1) справедливо для любых λ1 и λ2, связанных соотношением (2), в т.ч. и ненулевых, а, следовательно, векторы  
[image: image42.wmf]1
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 и 
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 будут линейно зависимыми векторами.

Пример 2. Могут ли векторы 
[image: image44.wmf]{
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 образовать базис?

                                      Решение


Указанные векторы образовывают базис в том случае, если они линейно независимы. Таким образом, решение данной задачи аналогично решению предыдущей. При этом 
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если 
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. Векторное равенство в координатной форме имеет вид:
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Коэффициенты 
[image: image48.wmf]3
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 определим из решения системы
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Однородная система линейных алгебраических уравнений имеет ненулевое решение только в том случае, когда определитель матрицы системы равен нулю. У нас
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Следовательно, исследуемая система имеет только нулевое решение:
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А это означает, что заданные векторы являются линейно независимыми и могут образовать в пространстве аффинный базис.

Пример 3. Векторы 
[image: image52.wmf]{
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 образуют базис в пространстве. Найти координаты вектора 
[image: image53.wmf]k
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 в базисе 
[image: image54.wmf]c
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.

                                  Решение


Если векторы 
[image: image55.wmf]c
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,

 образуют в пространстве базис, то произвольный вектор 
[image: image56.wmf]d

 можно разложить в этом базисе следующим образом:
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Записав это равенство в координатной форме, выполнив операции над векторами и приравняв соответствующие координаты равных векторов, получим:
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Значения  коэффициентов α, β, γ находим  из системы
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Отсюда 
[image: image60.wmf]1
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. Таким образом, вектор 
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 в базисе 
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 имеет координаты: 
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, а его разложение в этом базисе выглядит так:


[image: image64.wmf]c

b

a

d

-

+

=

2

.

Пример 4. Определить  координаты вектора  
[image: image65.wmf]АВ

, если A(1;2;-3) и B(-2;1;0).

                                       Решение.

Координаты вектора   
[image: image66.wmf]АВ

  определяются как разность соответствующих координат конца иначала вектора, т. е.

x = -2-1= -3

y = 1-2= -1

z = 0-(-3)= 3

Тогда  
[image: image67.wmf]АВ

{-3;-1;3} или  
[image: image68.wmf]АВ

 = -3i – j + 3k
1.10 СКАЛЯРНОЕ ПРОИЗВЕДЕНИЕ ДВУХ ВЕКТОРОВ

Скалярным произведением двух векторов называется число, равное произведению длин этих векторов на косинус угла между ними.

Скалярное произведение векторов 
[image: image69.wmf]a

 и 
[image: image70.wmf]b

 обозначается 
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 или 
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. Тогда определение скалярного произведения математически реализуется следующим соотношением:
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где 
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 - угол между векторами 
[image: image75.wmf]a

 и 
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 .


Учитывая, что 
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, формулу (1) можно записать так:
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Теорема . Если два вектора заданы своими декартовыми прямоугольными координатами - 
[image: image80.wmf]{

}

1

1

1

,

,

z

y

x

a

 и 
[image: image81.wmf]{
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, - то скалярное произведение этих векторов равно сумме произведений их одноименных координат:
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Основные свойства скалярного произведения

1. Скалярное произведение двух ненулевых векторов равно нулю, если векторы взаимноперпендикулярны.

2. Скалярный “квадрат“ вектора равен квадрату его длины:
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Отсюда   
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3. Коммутативность (переместительность):
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Следствие свойств 1-3. Так как орты 
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 попарно ортогональны, то
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4. Ассоциативность (сочетательность) относительно скалярного множите​ля:
                                            
[image: image89.wmf](
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5. Дистрибутивность (распределительность) относительно суммы двух векторов:
                                             
[image: image90.wmf](
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Некоторые приложения скалярного произведения
1. Вычисление модуля вектора.
Положив в (3) 
[image: image91.wmf]a
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, получим:
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2. Вычисление угла между векторами.
Из (1) с учетом (3) и (4) получаем:
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             (5)

3. Проекция одного вектора на другой.
Воспользуемся соотношениями (2). 
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4. Углы между вектором и координатными осями.

     Обозначим через 
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 углы между вектором 
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     т.е. векторами 
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 Учитывая, что, например, 
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     Аналогично
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     Найденные косинусы называются направляющими косинусами вектора 
[image: image102.wmf]a

.
     Легко убедиться, что для направляющих косинусов выполняется соотношение:
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5. Условие перпендикулярности векторов.
Условие определяется свойством 1, формулой (3) и имеет вид:
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6. Условие параллельности векторов.

Строго говоря, это условие не имеет отношения к скалярному произведению векторов, а определяется другими соображениями. Однако, учитывая его важность, сформулируем указанное условие. Как уже отмечалось, коллине​арные векторы пропорциональны: 
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В координатной форме это равенство выглядит так:
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Отсюда следует условие параллельности векторов:
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Пример. Заданы координаты вершин треугольника АВС: А(-1,-2,4), В(‑4,‑2,0) и С(3,-2,1). Определить длину стороны АВ, угол между сторонами АВ и АС, проекцию АВ на АС.


Определим координаты вектора 
[image: image108.wmf]AB

:
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Модуль этого вектора и равен длине стороны АВ треугольника:


[image: image111.wmf](

)

(

)

5

16

9

4

0

3

2

2

2

=

+

=

-

+

+

-

=

AB

.


Определим аналогично координаты вектора 
[image: image112.wmf]AC

, совпадающего со стороной АС треугольника и его длину:
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Угол между сторонами АВ и АС треугольника находим с помощью скалярного произведения векторов 
[image: image114.wmf]AB

 и 
[image: image115.wmf]AC

:
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Очевидно, что в этом случае проекция стороны АВ на сторону АС равна нулю. Этот же результат получим, воспользовавшись соотношением (2.7):
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2. АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРИЯ НА ПЛОСКОСТИ.

ПРЯМАЯ ЛИНИЯ НА ПЛОСКОСТИ.

Аналитической геометрией на плоскости называется раздел математики, исследующий простейшие геометрические образы (точки, прямые, кривые и т. п.).

В качестве основных средств такого исследования  применяются метод координат и методы элементарной алгебры.

В качестве основной (первичной) геометрической формы принимается геометрическая точка. Тогда другие геометрические образы рассматриваются как геометрическое место точек, удовлетворяющих какому либо условию.

Таким образом, аналитическая геометрия на плоскости систематизирует исследования так называемых алгебраических линий первого (прямой) и второго (кривой) порядков в декартовых прямоугольных координатах.

Дадим определение угла наклона прямой и ее углового коэффициента, являющихся величинами, характеризующими положение прямой на плоскости.

Углом наклона прямой к оси OX называется угол, на который надо повернуть ось ОХ до совпадения с прямой.

Этот угол считается положительным, если поворот осуществляется против часовой стрелки, и отрицательным в противном случае.

Тангенс угла наклона прямой к оси ОХ называется угловым коэффициентом этой прямой и обозначается буквой K.
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2.1 УРАВНЕНИЕ ПРЯМОЙ ЛИНИИ С УГЛОВЫМ КОЭФФИЦИЕНТОМ


Нам  необходимо вывести уравнение прямой линии не параллельной оси ординат, если известна величина отрезка b, отсекаемого прямой на оси ординат, и угол ( её наклона к оси абсцисс.  


Пусть т. М (х; у) – произвольная точка на прямой l т.к. В (0; b) то вектор ВМ имеет координаты:

ВМ {x; y-b}.
Следовательно, в прямоугольном треугольнике BMN  BN=x;  MN=y-b, тогда  
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Отсюда, с учетом k=
[image: image120.wmf]a
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, получим:

у – b = kx     или

у  = k x + b     
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Уравнение (1) и называется уравнением прямой с угловым коэффициентом.

Недостатком такого уравнения является то, что им не может быть описано семейство прямых, параллельных оси ординат. В этом случае переходят к другим видам уравнения прямой.

Пример :  Составить уравнение прямой, отсекающей на оси OY отрезок b = 2 и составляющий с осью OX угол 45(
Решение Проще всего это уравнение записывается в форме с угловым коэффициентом
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У нас k = tg 45( = 1;  b = 2 .Тогда  
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2.2 ОБЩЕЕ УРАВНЕНИЕ ПРЯМОЙ.

При выводе общего уравнения прямой постановка задачи следующая : требуется составить уравнение прямой L, проходящей через фиксированную точку M0(x0,y0) перпендикулярно вектору N(A;B(
y
N (A;B(

        M0M

M(x;y)

L
M0(x0;y0)

   
x
Вектор N в этом случае называется нормальным вектором прямой L.

Пусть т.M(x;y) – текущая точка прямой. Тогда вектор M0M будет иметь координаты M0M{x-x0; y-y0}.

Так как векторы N и M0M взаимноортогональны их скалярное произведение равно нулю:

                        (N;M0M)=0                    





       (1)

Уравнение (1) называется общим уравнением прямой в векторной форме.

Это уравнение в координатной форме выглядит так :

A(x-x0) + B(y-y0) = 0

  Ax + By + (-Ax0 - By0) = 0

                                                     C = - Ax0 - By0
                                                  Ax + By + C = 0




(2)
    

Уравнение (2) и есть общее уравнение прямой.

Геометрический смысл коэффициентов А, В – координаты нормального вектора.

Итак, любая прямая плоскости описывается линейным относительно декартовых координат уравнением.

Исследуем уравнение (2)

1. А = 0. Уравнение приобретает вид  By + C = 0  или y = b, где 
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y=b,  b>0
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                0
b        y=b,   b<0                    

Это уравнение прямой, параллельной оси абсцисс и проходящей от нее на  расстоянии 
[image: image124.wmf]b

: выше оси при b>0 и ниже, если b<0.

2. В = 0. Уравнение записывается как  Ax + C = 0 или    x=a, где 
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C

a

-

=


Эта прямая параллельна оси ординат


                         x=a, a<0
x=a,  a>0






      a              a


3.C = 0. Получаем уравнение  Ax + By = 0.Это уравнение прямой, проходящей через начало координат, т. к. при х  =  0 и  y  =  0.

          y

Ax + By = 0

                                                                x
0                                                             

4. B = 0;  C = 0. Будем иметь  Ax = 0  или  x = 0. Это уравнение оси ординат.


y

0 x

5.A = 0: C = 0. Уравнение By = 0 или y = 0. Это уравнение оси абсцисс.

        y




x

0

Пример:                  Построить прямую x - 2y = 4.

Решение:
Строим прямую по двум точкам. Для этого одной координате даем произвольное значение, а другую вычисляем из данного уравнения.

X     0      4                                                 y

Y     0     -2 


x
0

2.3 УРАВНЕНИЕ ПРЯМОЙ В ОТРЕЗКАХ.


y


                    L
   b
                                                               x
     0           a
В этом случае задача формулируется следующим образом :вывести уравнение прямой L , отсекающей на осях абсцисс и ординат отрезки a и b соответственно.

Для вывода этого уравнения прямой преобразуем ее общее уравнение:

Ax + By + C = 0

Ax + By = - C
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Обозначив  
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, получим искомое уравнение:
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Действительно, если y = 0,то из (1) получим, что x = a. Аналогично, при  x= 0  y = b.

Пример:  Какие отрезки отсекает прямая 2x – y – 4 = 0 на координатных осях.

Решение:

Получим уравнение этой прямой в отрезках:

y
2x-y=4
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a = 2;  b = - 4.

2.4 УРАВНЕНИЕ ПУЧКА ПРЯМЫХ.

Савокупность всех прямых, проходящих через некоторую точку плоскости называется пучком прямых, а их общая точка – центром пучка.

Для вывода уравнения пучка прямых воспользуемся уравнением прямой с угловым коэффициентом :

                                   

                                       y = kx + b                                                           (1)

y

M0(x0;y0)


x
Так как т.M0(x0;y0) лежит на любой из прямых пучка, то ее координаты обращают уравнение этих прямых в тождество:


y0 = kx0 + b                                            (2)

Произведя почленное вычитание уравнений (1) и (2), получим искомое уравнение пучка прямых:


y - y0 = k( x - x0 )                                      (3)

Это уравнение описывает множество прямых, проходящих через фиксированную точку M0(x0;y0). Для того, чтобы из этого множества прямых выбрать одну надо указать конкретное значение углового коэффициента k. Уравнение (3) имеет тоже ограничение, что и уравнение с угловым коэффициентом – им не может быть описана прямая, параллельная оси ординат.

Пример:   Составить уравнение прямой, проходящей через т.М0(-1;2) под углом 135( к оси абсцисс.


Решение.

Угловой коэффициент этой прямой  k=tg 135(=-1. Следовательно, прямая описывается уравнением

y – 2 = -1( x + 1 )     или  x + y – 1 = 0. 

2.5 УГОЛ МЕЖДУ ДВУМЯ ПРЯМЫМИ. УСЛОВИЕ ПАРАЛЛЕЛЬНОСТИ И ПЕРПЕНДИКУЛЯРНОСТИ ПРЯМЫХ.

Под углом ( между двумя прямыми L1 и L2 понимают угол, на который надо повернуть в положительном направлении прямую L1 вокруг точки пересечения этих прямых до ее совпадения с прямой L2

L2

                              y  
(
L1



B

                       (1                       (2

       A           0        C
x
Пусть прямые L1  и  L2  заданы уравнениями с угловыми коэффициентами:

                                   L1 :  y = k1x + b1

                                   L2 :   y = k2x + b2



Как видно из чертежа угол (2 является внешним углом по отношению к треугольнику АВС и, следовательно, равен сумме двух внутренних углов не смежных с ним, т.е.

                            (2  =  (1 + (
отсюда                ( = (2  -  (1                                                                         (1)

Так как по определению угловой коэффициент прямой  k = tg (, то в уравнении (1) от равенства углов перейдем к равенству их тангенсов

                      tg ( =tg ((2   -   (1)

Воспользовавшись формулой для определения тангенса разности, получим
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Учитывая, что   tg (1 = k1  и   tg (2 =  k2 ,  окончательно получим 
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Из этой формулы легко выводятся условия параллельности и перпендикулярности двух прямых.
Если прямые параллельны, тогда y=0, tg ( =0 и из (2) получаем

                                  k1 = k2                                                         (3)

Итак, угловые коэффициенты параллельных прямых совпадают.

У взаимно перпендикулярных прямых  (=90(,  tg ( ( ( а, следовательно, знаменатель (2) обращается в нуль


1 + k1( k2 = 0  или


k1 = -
[image: image134.wmf]2
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                                                                      (4)

Значит угловые коэффициенты перпендикулярных прямых обратно пропорциональны по абсолютной величине и противоположны по знаку.

Если уравнения прямых  L1 и L2 заданы в общей форме, то тогда соотношения (2), (3) и (4) выглядят соответственно так :
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Пример:   Составить уравнения прямых, проходящих через точку М( -1; 2 ) параллельно и перпендикулярно прямой   2x - 3y + 4 = 0.

Решение.

Уравнение пучка прямых, проходящих через т. М( - 1: 2) выглядит так :

                                          y – 2 = k(( x + 1 )

Для указанных прямых в этом уравнении надо указать конкретные значения углового коэффициента.

Определим угловой коэффициент заданной прямой

                                   3y = 2x + 4
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Итак, 
[image: image139.wmf]3
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. Тогда параллельная и перпендикулярная к ней прямые имеют соответственно  
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и, следовательно, такие уравнения:
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   или 
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      или  
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    или  
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2.6 ТОЧКА ПЕРЕСЕЧЕНИЯ ПРЯМЫХ.

Пусть прямые L1 и L2 заданы общими уравнениями

L1 :        A1x  + B1y + C1 = 0

L2 :        A2x + B2y + C2  = 0

Точка пересечения прямых L1  и L2  M0 (x0;y0) лежит как на первой так и на второй прямой. Следовательно, ее координаты должны удовлетворять уравнениям обеих прямых и определяются из решения системы


        A1x0 + B1y0 + C1 = 0


   (1)

        A2x0 + B2y0 + C2 = 0 

При этом возможны следующие случаи.

1. Если  
[image: image148.wmf]2
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, то прямые пересекаются в единственной точке M0( x0; y0).
2. Если  
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, то система (1) не имеет решений, а сами прямые L1 и L2 являются параллельными.
3. Если 
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, то система (1) имеет бесчисленное множество решений, т. е. прямые  L1 и  L2 совпадают. 
Пример.  Найти точку пересечения прямой  2x – y + 4 = 0 с осью абсцисс.

Решение.

Ось абсцисс имеет уравнение  y = 0 . Следовательно, точка пересечения оси с указанной прямой определяется из решения системы уравнений:

2x – y + 4 + 0

y = 0                       Откуда

  x = - 2

  y = 0

Значит, точка пересечения М0 имеет координаты  М0 ( -2; 0 ).

2.7 РАССТОЯНИЕ ОТ ТОЧКИ ДО ПРЯМОЙ.

Пусть дана т.M0(x0; y0 ) и прямая  L :  Ax + By + C = 0.


y
M0(x0;y0)


L                d 

0 x
Отклонением  точки M0(x0; y0) от прямой L называется число d, равное длине перпендикуляра, опущенного из точки М0 на прямую L, взятую со знаком плюс, если точка М0 и начало координат лежат по разные стороны от прямой L, или со знаком минус, если они лежат по одну сторону от прямой.

Расстояние d точки М0 от прямой L есть абсолютная величина отклонения d и вычисляется по формуле
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Пример. Найти расстояние от точки М0( 1;-1) до прямой  2x + 3y – 5 = 0
Решение.
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Знак минус под модулем в числителе дроби говорит о том, что точка М0 и начало координат расположены по одну сторону от прямой.

3. МАТЕМАТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ

В зависимости от условий протекания физических процессов одни величины принимают постоянные значения и называются константами, другие - изменяются в определенных условиях и называются переменными.

Внимательное изучение окружающей среды показывает, что физические величины зависимы друг от друга, т.е. изменение одних величин влечет за собой изменение других.

Математическим анализом  называют систему дисциплин, изучающих количественные соотношения взаимно изменяющихся физических величин, без учета их конкретного физического содержания.

Одним из основных понятий математического анализа является понятие функции.

Рассмотрим элементы множества 
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 и элементы множества 
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[image: image155.wmf]
Если устанавливается некоторое соответствие между элементами множеств Х и Y в виде правила f, то тем самым отмечают, что определяется функция у = f(х).

Определение 1. Соответствие f, которое связывает с каждым элементом x непустого множества Х некоторый, вполне определенный, элемент y непустого множества Y, называется функцией или отображением Х в Y.

Символически отображение Х в Y записывается следующим образом:

f :Х
[image: image156.wmf]®

Y.

При этом множество Х называется областью определения (существо​ва​ния) функции и обозначается D(f). В свою очередь, множество Y называется областью значений функции и обозначается Е(f).
Кроме того, необходимо отметить, что элементы множества Х называют независимыми переменными или аргументами, элементы множества Y называют зависимыми переменными или функциями.

3.1 СПОСОБЫ ЗАДАНИЯ ФУНКЦИИ

Функция может задаваться следующими основными способами: 

1. аналити​ческим

2. табличным

3. графическим 

Наиболее распространенным есть аналитический способ задания функ​ции, при котором с помощью формулы связывают независимую и зависимую переменные. При этом существенную роль играет область определения функции:
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разные функции, хотя они и задаются одинаковыми аналитическими соотношениями.

Если задают только формулу функции y = f(x), то считают, что область определения этой функции совпадает с множеством тех значений переменной х, для которых выражение f(x) имеет смысл (принимает вещественные значения). В этой связи особую роль играет проблема нахождения области определения функции.

 Если на основании экспериментальных данных составляют таблицы, в которых содержатся значения функции и соответствующие им значения аргумента, то такой способ задания функции называют табличным.

 Недостатком этого метода является то, что в таблице могут быть указаны не все , а только отдельные значения аргументов и функций. 

В то же время, если некоторые результаты эксперимента выводят на регистратор (осциллограф, самописец и т.д.), то отмечают, что функция задается графически.

График функции дает наглядное представление о ее свойствах и удобен тогда, когда функцию трудно задать аналитически. Однако этот метод не удобен для применения математического аппарата.
Задача1. Найти область определения функции
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Первое слагаемое принимает действительные значения при 
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. Таким образом, для нахождения области определения заданной функции необходимо решить систему неравенств:
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В результате решения такой системы получают х 
[image: image165.wmf]£

 1/2; х 
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 1; х 
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 -1/3. Следовательно, область определения функции есть отрезок [-1/3; 1/2].

3.2 ПРОСТЕЙШИЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ГРАФИКОВ ФУНКЦИЙ

Построение графиков функций можно существенно упростить, если воспользоваться известными графиками основных элементарных функций. Основными элементарными функциями называются следующие функции:

1) степенная функция у==хn, где 
[image: image168.wmf]1
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;

2) показательная функция у=аx, где а - любое положительное число, отличное от единицы: а > 0 и а 
[image: image169.wmf]¹

 1;

3) логарифмическая функция у=loga(x), где а - любое положительное число, отличное от единицы: а > 0 и а 
[image: image170.wmf]¹

 1;

4) тригонометрические функции у=sin(x); у=соs(x); у=tg(х); у=сtg(х); у=sес (х); у=соsес(х);

5) обратные тригонометрические функции у=агсsin(х); у=агссоs(х); у=агсtg(х); у=агссtg(х) .

Элементарными функциями называются функции, получающиеся из основных элементарных функций с помощью четырех арифметических действий и суперпозиций, примененных конечное число раз.
Простые геометрические преобразования также позволяют упростить процесс построения графика функций. Эти преобразования основываются на следующих геометрических соотношениях :
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Задача 2. Построить график функции 
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В качестве исходного следует взять график функции у=3х. Затем последовательно строим графики функций 
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 и, наконец, 
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. Итак, имеем:
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3.3 ЧИСЛОВЫЕ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ

В математическом анализе переменная величина рассматривается как множество чисел, расположенных в определенном порядке (упорядоченное числовое множество).

Простейшим примером переменной величины есть числовая последова​тель​ность, т.е. такая последовательность, когда каждому натуральному числу n ставится в соответствии число хn. Тогда отмечают, что задана числовая последовательность x1, x2, ...,xn, ... или {хn}.

Определение 2. Последовательностью действительных чисел называется функция, которая определена на множестве всех натуральных чисел.

Символически определение 4.2 можно представить в виде

f : N
[image: image179.wmf]®
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Общий член последовательности xn  является функцией натурального аргумента n, т. е. х=f(n).

Функцию f(n) можно задавать как аналитически, так и любым другим способом. Например, если 
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, то последовательность {хn} представляется в виде:
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Последовательность считается заданной, если указан способ получения любого ее члена.

Числовые последовательности могут быть как сходящимися, так и расходящимися. Сходящиеся последовательности всегда имеют предел.

Определение 3. Число а называется пределом последовательности {xn}, если для произвольного наперед заданного ε > 0, каким бы малым оно ни было, можно указать (существует) такой номер N, что для всех членов последовательности с номерами n > N выполняется неравенство |хn - а| < ε.

То обстоятельство, что последовательность {хn} имеет предел, который равен числу а, символически записывается следующим образом:


[image: image182.wmf]a

x

n

n

=

¥

®

lim



или
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Краткую форму записи определения 4.3 можно представить в виде
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Из определения предела числовой последовательности следует, что если последовательность {xn} имеет пределом число а, то члены последовательности при всех n >N удовлетворяют неравенству:

-ε < xn - а < ε.

Интервал (а – ε; а + ε) называют “ε – окрестностью” точки а.

Принимая во внимание отмеченное, понятие предела числовой последовательности можно сформулировать с точки зрения его геометрической интерпретации.

Определение 4. Число а является пределом числовой последователь​ности {хn}, если, каким бы ни была ε - окрестность точки а, все значения xn, начиная с некоторого номера N, будут попадать в эту окрестность, т.е. за пределами интервала (а – ε; а + ε) остается только вполне определенное число членов последовательности.

Задача 3. Показать, что при n 
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 последовательность
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имеет пределом число 2.

Здесь общий член последовательности записывается в виде 
[image: image187.wmf]n
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. Возьмем произвольное число Е > 0 и определим N так, чтобы при n > N выполнялось неравенство 
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, то есть здесь 
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. В таком случае для N можно взять целую часть 
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. Тогда для любых n > N будет выполняться неравенство
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А последнее означает, что предел заданной числовой последовательности будет равен 2, т. е.
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Допустим, что Е=0,01, тогда N==100. За n можно взять, например, число 200,

тогда        
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Последнее и доказывает, что число 2 будет пределом заданной числовой последовательности. Очевидно, что от величины Е зависит то число членов последовательности, которое не попадает в Е-окрестность точки а.

3.4 БЕСКОНЕЧНО МАЛЫЕ, БЕСКОНЕЧНО БОЛЬШИЕ. СВЯЗЬ МЕЖДУ БЕСКОНЕЧНО МАЛЫМИ И БЕСКОНЕЧНО БОЛЬШИМИ.
Определение 1. Последовательность {хn} называется бесконечно большой, если для любого сколь угодно большого числа М>0 найдется такой номер N, что для всех п>N справедливо неравенство 
[image: image197.wmf]n

x

> М.
Тот факт, что последовательность {хn} бесконечно большая, символически записывается следующим образом
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Рассмотрим последовательности
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Таким образом, представленные последовательности будут бесконечно большими. Такие последовательности называются расходящимися.

Определение 2.. Последовательность называется бесконечно малой или нуль — последовательностью, если выполняется условие 
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Теорема 1. Алгебраическая сумма двух бесконечно малых есть величина бесконечно малая.

Теорема 2. Произведение ограниченной последовательности и бесконечно малой есть последовательность бесконечно малая.

Непосредственно связь между бесконечно малыми и бесконечно большими устанавливают следующие утверждения.

Утверждение 1. Величина, обратная к бесконечно большой, есть бесконечно малая, т.е.

если 
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Утверждение 2. Величина, обратная к бесконечно малой, есть бесконечно

большая, т.е. если 
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Практическое   вычисление   пределов   числовых   последовательностей основывается на следующих теоремах.

Теорема 3. Последовательность может иметь не более одного предела.

Теорема 4. Алгебраическая сумма двух сходящихся последовательностей есть последовательность сходящаяся, и ее предел равен соответствующей сумме пределов последовательностей.

В соответствии с теоремой имеем
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Теорема 5. Произведение двух сходящихся последовательностей есть последовательность сходящаяся, и ее предел равен произведению пределов

заданных последовательностей.

В соответствии с теоремой имеем
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Теорема 6. Если последовательности {xn} и {yn} сходящиеся, т.е. 
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также будет сходящейся и ее предел равен частному пределов последовательностей {xn} и {yn},т.е.
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3.5 НЕОПРЕДЕЛЕННОСТИ
При рассмотрении теорем о пределах числовых последовательностей не рассматривались последовательности, имеющие бесконечные пределы, а также не рассматривался   случай, когда при определении предела частного, предел последовательности, который представлен в знаменателе, равен нулю.

При этом, если последовательности {xn} и {yn} бесконечно большие одного знака или одна последовательность бесконечно большая, а другая ограничена, то их сумма {xn}+{yn} будет бесконечно большой последовательностью. Этот результат следует непосредственно из определения бесконечно большой. В то же время, если последовательности {xn} и {yn} бесконечно большие разных знаков, то о последовательности {хn}+{yn} ничего конкретного сказать нельзя. Тогда отмечают, что имеет место неопределенность.

Рассмотрим некоторые примеры

1) xn=n2+n,


yn=-n2,


xn+yn
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2) xn=n2,

yn=-n2+5,

xn+yn
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3) xn=n2,
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Приведенные примеры иллюстрируют то обстоятельство, что сумма бесконечно больших разного знака может сходиться к любому числу. В таком случае при рассмотрении указанного типа примеров отмечают, что имеет место неопределенность типа 
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" Раскрыть" неопределенность означает, что в каждом конкретном случае в зависимости от   вида  заданных последовательностей решить вопрос относительно их предела.

Задача 4. Найти пределы числовых последовательностей

а) 
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Здесь имеет место неопределенность типа 
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. Умножив и разделив заданное выражение на сопряженное, получим:
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б) 
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В этом случае имеет место неопределенность типа 
[image: image229.wmf]¥
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. Раскрыть такую неопределенность можно, если вынести в числителе и знаменателе наивысшую степень п:

[image: image230.wmf]2

3

10

2

2

8

4

3

lim

10

2

2

8

4

3

lim

2

2

2

2

2

2

=

+

+

-

+

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

+

×

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

+

×

¥

®

¥

®

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

.

3.6 ПРЕДЕЛ ФУНКЦИИ

Ранее рассматривался предел числовой последовательности, аргументами которой были целые положительные числа. В данном разделе математического анализа рассматривается предел функции произвольного действительного аргумента. При этом рассматривается предел функции в точке а или при 
[image: image231.wmf]®
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Определение 1. Число А называется пределом функции f(х) при х стремящемуся к а (или в точке а), если для любого числа ε > 0, каким бы малым оно ни было, можно указать такое число 
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То обстоятельство, что функция f(х) имеет своим пределом число А при 
[image: image236.wmf]®
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a, символически записывают следующим образом:
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Краткая форма записи определения 4.6 может быть представлена в виде
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Понятие предела функции можно сформулировать на основании его геометрической интерпретации.

Определение 2. Функция f(х) имеет в точке а пределом число А, если для произвольной последовательности значений аргумента {хn} 
[image: image239.wmf])
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, которая сходится к а, соответствующая последовательность значений функций f(xn) при n=1, 2, ... стремится А.
Решение задач по определению пределов функций существенно упрощается, если пользоваться основными теоремами о пределах функций. Рассмотрим некоторые из них.

Теорема 1. Функция не может иметь двух разных пределов в одной точке.

Теорема 2. Предел постоянной равен самой постоянной, т.е. 
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Теорема 3. Предел алгебраической суммы равен алгебраической сумме пределов, если они существуют и конечны, т. е.
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Теорема 4. Предел произведения функций равен произведению их пределов, если они существуют и конечны, т. е.
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Следствие теоремы 4. Постоянный множитель можно выносить за знак предела функции, т. е.
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Теорема 5. Предел частного двух функций равен  частному их пределов, если они существуют и предел знаменателя отличается от нуля, т. е.
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3.7 ОДНОСТОРОННИЕ ПРЕДЕЛЫ ФУНКЦІЙ
Отметим, что в определениях предела функции никаких условий на способ стремления х к а не накладывалось. В этой связи имеют место следующие понятия.

Определение 1. Если значения функции f(x) стремятся к числу b1 по мере стремления х к а со стороны меньших значений, то число b1 называется левосторонним пределом функции в точке а:
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Определение 2. Если значения функции f(x) стремятся к числу b2 по мере стремления х к а со стороны больших значений, то число b2 называется правосторонним пределом функции в точке а:
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Задача 3. Определить левосторонний и правосторонний пределы функции 
[image: image247.wmf]a

x

e

x

f

-

=

1

)

(

 при 
[image: image248.wmf]a

x

®

.

Проанализируем показатель степени функции f(x). При этом имеют два варианта:

а) если 
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б) если 
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3.8 ЗАМЕЧАТЕЛЬНЫЕ ПРЕДЕЛЫ

Первый замечательный предел.

Первый замечательный предел определяет значение функции 
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Функция y = 
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Очевидно, что в рассматриваемом пределе имеет место неопределенность типа 
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Если х есть радианная мера угла, то 
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EMBED Equation.3[image: image261.wmf]x
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EMBED Equation.3[image: image263.wmf]x

x

sin

=1.

Задача 4.6. Найти пределы функций:

а)  
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EMBED Equation.3[image: image265.wmf]x
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Приведенная задача сводится к первому замечательному пределу. При этом, имеем 
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б)  
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Как и в предыдущем примере, здесь неопределенность типа 
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 раскрыва​ется путем применения первого замечательного предела:
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 Второй замечательный предел

Числовая последовательность 
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 возрастает, но остается ограниченной. Всякая возрастающая, но ограниченная последовательность имеет предел. Предел, к которому стремится 
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Число e является иррациональным, кроме того, оно трансцендентно, и равно e=2,71828...

 Функция 
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 имеет пределом число e не только при целочисленных значениях n, но и тогда, когда п стремится к бесконечности, пробегая числовую прямую непрерывно. Чтобы отметить это обстоятельство, заменив п на x получим:
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Последние соотношения и определяют выражение для второго замечательного предела

Задача 7. Найти пределы функций:

а) 
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б) 
[image: image282.wmf].

1

1

1

1

lim

1

1

lim

1

lim

1

2

2

1

2

1

2

2

2

2

2

e

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

=

ú

ú

û

ù

ê

ê

ë

é

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

×

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

¥

®

+

¥

®

+

¥

®


3.9 ПРЕДЕЛ ОТНОШЕНИЯ ДВУХ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ МНОГОЧЛЕНОВ ПРИ СТРЕМЛЕНИИ АРГУМЕНТА К БЕСКОНЕЧНОСТИ

Пусть 
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Тогда
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Следовательно, 
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Задача 4.8. Вычислить предел функции:
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 т.к. n=m=3.

4. Дифференциальное исчисление функции одной независимой переменной

4.1 ПРОИЗВОДНАЯ ФУНКЦИИ В ТОЧКЕ

Пусть функция y=f(x) определена в некоторой окрестности точки k. Дадам аргументу х приращение ∆х таким образом, чтобы точка х+∆х принадлежала ООФ. Тогда функция получит приращение ∆у=f(x+∆х)-f(x).

Определение Производной функции f(x) в точке х называется предел отношения приращения функции ∆у к приращению аргумента ∆х при стремлении приращения аргумента к нулю, если этот предел существует и конечен.


Производная функции у=f(x) в точке х обозначим такими символами:
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Таким образом, в соответствии с определением производной можно записать
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Как следует из определения, производная функции f(x) в точке x есть число, зависящее от значения аргумента х, но не зависящее от приращения  ∆х.


Если зафиксировать значение х, т.е. положить х=хо, то производная функции у=f(x) в этой точке обозначается как
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Процесс нахождения производной называется дифференцированием функции.


Функция, имеющая производную, называется дифференцируемой функцией.

4.2 ГЕОМЕТРИЧЕСКИЙ СМЫСЛ ПРОИЗВОДНОЙ


Проводим касательную к функции f(x) в точке М и секущую MN. Пусть касательная составляет с положительным направлением оси ОХ угол α, а секущая – β.


При  ∆х→0 точка N → М и β → α, а, следовательно, и 
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Но из прямоугольного треугольника NMK: 
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Таким образом, геометрический смысл производной можно сформулировать следующим образом: производная функции f(x) в точке хо равна угловому коэффициенту касательной в точке М(хо; f(хо)) к кривой, заданной уравнением f(x).


Смеханической точки зрения производная f′(x) характеризует скорость изменения функции f(x) в зависимости от изменения аргумента х.

Необходимое условие существования производной


Теорема.  Если функция f(x) в точке х имеет производную, то она в этой точке непрерывна.

Доказательство: 

По условию теоремы функция f(x) в точке x  имеет производную, т.е.
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Исходя из определения предела, можно записать, что величина, имеющая предел, может быть представлена в виде этого предела плюс бесконечно малая α, т.е. 
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 при х→0 и α→0.
Это соотношение можно записать иначе:

Δу=f(x+Δх)-f(x)=(f′(x)+α)Δх.
Но при Δх→0 из него следует, что и Δу→0. А это и означает, что функция f(x) в точке x непрерывна.

Таким ибразом, непрерывность функции в точке х является необходимым условием существования производной в этой точке.

Однако, непрерывность функции f(x) в точке х не является достаточным условием существования производной в этой точке.

Если функция f(x) в точке х имеет разрыв то она однозначно не имеет в этой точке поизводной. Если функция f(x) в точке х непрерывна, то она в этой точке может как иметь производную, так и не иметь.

Действительно, в определении производной речь идет о конечном пределе отношения  ∆у/∆х  при ∆х→0. Если же этот предел бесконечен, то производной не существует.

Геометрически этот случай имеет место при вертикальной касательной:


    tg α = tg 90o = ∞.

4.3 ПРОИЗВОДНЫЕ НЕКОТОРЫХ ЭЛЕМЕНТАРНЫХ ФУНКЦИЙ

1. Пусть функция f(x) на некотором интервале ∆х имеет постоянное значение, равное С, т.е. у = С.


Тогда для любого х из рассматриваемого интервала ∆х приращение функции ∆у = 0. Следовательно, ∆у/∆х = 0 и 
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2. у = х.


Дадим аргументу х приращение ∆х. Тогда функция у получит приращение ∆у, причем ∆у = ∆х. Переходя к пределам, получаем:
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Аналогично были получены значения производных для основных функций.

Таблица основных формул дифференцирования

	№ п/п
	f(x)
	f′(x)

	1
	С
	0

	2
	хn
	n∙xn-1

	
	     x
	1
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	3
	ex
	ex
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	ax∙lna

	5
	ln x
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	cos x

	8
	cos x
	- sin x

	9
	tg x
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	11
	arcsin x
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4.4 ОСНОВНЫЕ ПРАВИЛА ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЯ
Решение задач по определению производных значительно упрощается, если пользоваться основными правилами дифференцирования.


Пусть функции U=U(x) и V=V(x) имеют производные в точке х. Тогда, если С = const, имеют место следующие правила:

1. 
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Пример: 
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2. 
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Пример: 
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3. 
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Пример: 
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4. 
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Пример: 
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4.5 ПРОИЗВОДНАЯ СЛОЖНОЙ ФУНКЦИИ


Пусть задана функция у=f(U), а, в свою очередь, функция U=φ(x), причем область значений функции U входит в область определения функции у. Тогда говорят, что функция у является сложной функцией от независимой переменной х, а функция U выступает в роли промежуточной функции. Пусть функции у и U имеют производные в т.х, т.е. у′ (U) и U′(х).


Теорема: Производная сложной функции у по независимому аргументу х равна произведению производной этой функции у по промежуточной переменной U на производную промежуточной переменной U по независимому аргументу х:

у′х= у′ U ∙ U′х .


Доказательство:

Дадим приращение Δх независимой переменной х. Тогда получат приращение функции U и y, равные соответственно ΔU и Δу. 

Запишем тождество:


[image: image323.wmf]x

U

U

y

x

y

D

D

×

D

D

=

D

D



Из условия существования производных у′U и U′х следует, что функции у(U) и U(х) являются непрерывными, а, значит,  при х→0 также  ΔU→0 и Δу→0. Следовательно, переходя к пределам, получим:
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или у′х= у′ U ∙ U′х .

Примеры:

1. 
[image: image325.wmf](

)

{

}

5

2

5

2

1

1

U

x

U

x

y

=

-

=

=

-

=


    
[image: image326.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

4

2

4

2

2

4

2

4

1

10

2

1

5

1

1

5

5

x

x

x

x

x

x

U

U

y

-

-

=

-

×

-

=

¢

-

×

-

=

¢

×

=

¢


2. 
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4.6 ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ НЕЯВНЫХ ФУНКЦИЙ


Пусть уравнение F(x,y)=0 определяет переменную у как неявную функцию от независимого аргумента х. Пусть эта функция является дифференцируемой.


Если дифференцировать обе части уравнения F(x,y)=0 по х, то получим уравнение, линейное относительно у, из которого и находится производная.


Пример 1: 
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Пример 2: Найти у′ в точке (0; 1), если 
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4.7 ПРОИЗВОДНАЯ СЛОЖНОЙ ПОКАЗАТЕЛЬНОЙ ФУНКЦИИ

Сложной показательной функцией называется функция, у которой и основание, и показатель степени являются функциями от х, т.е. 
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(Ее часто называют показательно-степенной или степенно-показательной).


Чтобы найти ее производную, сначала логарифмируют обе части уравнения, а затем берут от них производную.
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Таким образом, производная сложной показательной функции состоит из двух слагаемых: одно из них (у нас первое) получается, если при дифференцировании предположить, что V=V(x), а U=const, т.е. рассматривать U V как показательную функцию, а другое – если считать функцией U=U(x), а V=const, т.е. рассматривать U V как степенную функцию.


Пример: 
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4.8 ДИФФЕРЕНЦИАЛ ФУНКЦИИ


Пусть функция у=f(x) дифференцируема на отрезке [a,b]. Производная этой функции в некоторой точке х отрезка [a,b] определяется равенством
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Отношение 
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 при х→0 стремится к определенному числу f′(x) и, следовательно, отличается от производной f′(x) на величину бесконечно малую:
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, где

α→0 при Δх→0.


Тогда 
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Итак, приращение функции Δу записывается в виде двух слагаемых. f′(x)Δх при постоянном х и Δх→0 есть бесконечно малая величина первого порядка относительно Δх. Произведение αΔх есть величина бесконечно малая высшего порядка относительно Δх, т.к.
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Таким образом, f′(x)Δх есть главная часть приращения Δу, линейная относительно Δх.


Функция у=f(x) дифференцируема в точке х, если приращение функции Δу в этой точке можно записать как сумму главной части, линейной относительно Δх и бесконечно малой более высокого порядка.


Определение: Дифференциалом функции у=f(x) в точке х называется главная, линейная относительно Δх, часть приращения функции.


Дифференциал обозначается dy или df(x).

Тогда 

dy= f′(x)Δх.


Для функции у=х dy=dx; y′=(x)′=1 и 

dy=1∙Δx= dx

Отсюда  dy=Δx.


Таким образом, дифференциал независимой переменной dy совпадает с ее приращением dx. Равенство dy=Δx можно рассматривать как определение дифференциала независимой переменной x. С учетом этого соотношения запишем (3):

dy= f′(x) dх.

Из него 

f′(x)= dy/dx

Таким образом, производную f′(x) можно рассматривать как отношение дифференциалов функции dy к дифференциалу независимой переменной dx.

Заметим, что дифференциал функции dy зависит от значения x и Δx, в то время как y′ зависит только от x.

Итак, приращение функции может быть представлено как (2):
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Так как α∆х является бесконечно малой более высокого порядка относительно dy, то при Δх→0 можно записать

Δу ≈ dy
или

f(x+∆х)- f(х) ≈ f′(x)∆х.

Тогда соотношение

f(x+∆х)- f(х) ≈ f′(x)∆х   (4)

используется для приближенных вычислений.

4.8 ГЕОМЕТРИЧЕСКИЙ СМЫСЛ ДИФФЕРЕНЦИАЛА


Из ΔMLK 

LK=MKtgα. 

Т.к. MK= Δx и tgα= f′(x), то LK= f′(x)Δx

По определению дифференциала dy= fС(x)Δ х


Следовательно, LK= dy.

Таким образом, дифференциал функции  f(x) равен приращению ординаты касательной к кривой y= f(x) в точке x.

4.9 СВОЙСТВА ДИФФЕРЕНЦИАЛА

Пусть U=U(x) и V=V(x) – функции, дифференцируемые в точке x. Свойства дифференциала вытекают непосредственно из определения дифференциала.

1. dС=0, где С=const
2. d(U±V)= (U±V) ′ dx=U′dx±V′dx=dU±dV
3. d(U∙V)=(UV) ′ dx=U′Vdx+UV′dx=VdU+UdV 
При V=C=const

D(CU)=CdU

4. 
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5. df(U)=f′(U)dU
Пример 1: Найти дифференциалы функции:
а) 
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Пример 2: Найти приближенно значение объема шара V радиуса r = 1.02 м.
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Полагаем х=1; Δ х=0,02. Так как f′(x)=4πх2, 
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4.10 ПРОИЗВОДНЫЕ ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ


В общем случае f′(x) является функцией от x и может быть продифференцирована.

Определение 1: Производная от производной первого порядка называется производной второго порядка или второй производной.

Вторая производная обозначается как
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Тогда 
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Определение 2: Производная от второй производной называется производной третьего порядка или третьей производной 
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Определение 3: Производной n-го порядка от функции  f(x) в точке х называется производная от производной (n-1)-го порядка в этой же точке
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Замечание. При n≥4 производные обозначают римскими цифрами уІV; yV…


Пример: Найти у(n) функции у=еkx..
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4.11 ДИФФЕРЕНЦИАЛЫ ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ


В общем случае дифференциал функции dx есть функция от x и от нее может быть определен дифференциал.

Определение 1: Дифференциалом второго порядка (или вторым дифференциалом) называется дифференциал от дифференциала функции первого порядка.


Обозначение: d2у; d(dу).

По определению

d2у=(dу) ′dх=( f′(x)dх)′dх= f′′(x)dх2
Определение 2: Дифференциалом третьего порядка функции у=f(x) называется дифференциал от дифференциала второго порядка
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Определение 3: Дифференциалом n-го порядка функции у=f(x) называется дифференциал от дифференциала (n-1)-го порядка

dny=f(n)(x)dxn
Пример: 

Найти  dny от функции y=3-x.

dy=y′dx=-3-xln3dx
d2y=y′′dx2-3-xln23dx2
d3y=y′′′dx3=-3-xln33dx3
dny=y(n)dxn=(-1)n∙3-xlnn3dxn
4.12 ИСПОЛЬЗОВАНИЕ ПРАВИЛА ЛОПИТАЛЯ ДЛЯ РАСКРЫТИЯ НЕОПРЕДЕЛЕННОСТЕЙ


Пусть функции f(x) и φ(x) непрерывны и дифференцируемы в некоторой окрестности точки х=а а в самой точке х=а обращаются в нуль, т.е. f(x)= φ(x)=0. Тогда их отношение в этой точке f(x)/φ(x) не определено, но имеет определенный смысл в окрестности точки а, т.е.при х≠а. Следовательно, правомерна постановка вопроса об отыскании предела этого отношения при х→а:
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Отыскание этого предела называется раскрытием неопределенности вида 0/0 и производится с помощью теоремы (правила) Лопиталя [-Бернулли].


Теорема Лопиталя. Пусть функции f(x) и φ(x)   непрерывны и дифференцируемы в окрестности точки х=а, а в самой точке х=а  f(x)= φ(x)=0. Тогда, если существует предел отношения 
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 при х→а, то существует и предел отношения 
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[Доказательство на основе теоремы Коши]


Замечания к теореме Лопиталя:

1. Правило Лопиталя можно использовать для нахождения односторонних пределов, если f(x) и φ(x) не определены в точке х=а.

2.  Правило можно использовать для раскрытия неопределенности несколько раз подряд.

3. Правило Лопиталя справедливо для неопределенности вида ∞/∞ или х/∞. 

4. Неопределенности вида 0∙∞ или ∞-∞ могут сводиться к неопределенностям вида 0/0 или ∞/∞ с помощью элементарных алгебраических преобразований.

5. Неопределенности вида ∞0, 00, 10 могут быть сведены к неопределенностям вида 0∙∞ с помощью операции логарифмирования.

Пример 1:
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Пример 2:
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Пример 3:
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Пример 4:
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Пример 5:   
[image: image361.wmf][

]

¥

¥

®

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

1

1

1

lim

x

x

x


Обозначим 
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Тогда 
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Переходим к пределам:
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Итак, 
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Отсюда 
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4.13 СХЕМА ИССЛЕДОВАНИЯ ФУНКЦИЙ

1. Найти ООФ, точки разрыва с их классификацией, интервалы непрерывности. Исследовать поведение функции на «границах» области определения.

2. Исследовать функцию на четность, нечетность, периодичность.

3. Определить точки пересечения графика функции с осями координат.

4. Определить асимптоты графика функции.

5. Исследовать функцию на экстремум. Определить интервалы монотонности функции.

6. Исследовать функцию на перегиб. Определить интервалы выпуклости и вогнутости.

7. Построить график функции по характерным точкам. Для уточнения графика можно вычислить значение функции в нескольких точках из ООФ.

В теоретической части контрольного задания по теме «Исследование функций и построение графиков с помощью  производной» осветить следующие вопросы:

1. Монотонность (возрастание, убывание) функции. Критические точки функции по первой производной. Интервалы монотонности.

2. Локальный экстремум (min, max) функции. Необходимые и достаточные условия экстремума.

3. Выпуклость и вогнутость графика функции. Критические функции по первой производной. Интервалы выпуклости и вогнутости.

4. Точки перегиба графика функции. Необходимые и достаточные условия перегиба.

5. Асимптоты плоских кривых.
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