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Основные определения.

Определение. Матрицей  размера m(n, где m- число строк, n- число столбцов, называется таблица чисел, расположенных в определенном порядке. Эти числа называются элементами матрицы. Место каждого элемента однозначно определяется номером строки и столбца, на пересечении которых он находится. Элементы матрицы обозначаются aij, где i- номер строки, а j- номер столбца.

А = 
[image: image1.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

mn

m

m

n

n

a

a

a

a

a

a

a

a

a

...

...

...

...

...

...

...

3

1

2

22

21

1

12

11


Основные действия над матрицами.

 
Матрица может состоять как из одной строки, так и из одного столбца. Вообще говоря, матрица может состоять даже из одного элемента. 
Определение. Если число столбцов матрицы равно числу строк (m=n), то матрица называется квадратной.


Определение.  Матрица вида:
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называется единичной матрицей.
Определение. Если amn = anm , то матрица называется симметрической.

Пример.    
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Определение. Квадратная матрица вида 
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 называется диагональной матрицей.


 Сложение и вычитание матриц сводится к соответствующим операциям над их элементами. Самым главным свойством этих операций является то, что они определены только для матриц одинакового размера. Таким образом, возможно определить операции сложения и вычитания матриц:

Определение. Суммой (разностью) матриц является матрица, элементами которой являются соответственно сумма (разность) элементов исходных матриц.

[image: image1254.wmf]
cij = aij ( bij
С = А + В = В + А.

 Операция умножения (деления) матрицы любого размера на произвольное число сводится к  умножению (делению) каждого элемента матрицы на это число.
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( (А+В) =(А ( (В

А(((() = (А ( (А
Пример. Даны матрицы А = 
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2А = 
[image: image8.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

6

4

6

8

2

4

6

4

2

,                                 2А + В = 
[image: image9.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

10

6

7

16

9

9

10

7

3

.

Операция умножения матриц.

Определение: Произведением матриц называется матрица, элементы которой могут быть вычислены по следующим формулам:
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Из приведенного определения видно, что операция умножения матриц определена только для матриц, число столбцов первой из которых равно числу строк второй.

Свойства операции умножения матриц.

1)Умножение матриц не коммутативно, т.е. АВ ( ВА даже если определены оба произведения. Однако, если для каких – либо матриц соотношение АВ=ВА выполняется, то такие матрицы называются перестановочными.

Самым характерным примером может служить единичная матрица, которая является перестановочной с любой другой матрицей того же размера. 

Перестановочными могут быть только квадратные матрицы одного и того же порядка.

А(Е = Е(А = А


Очевидно, что для любых матриц выполняются следующее свойство:

A(O = O;  O(A = O, 
где О – нулевая матрица.


2) Операция перемножения матриц ассоциативна, т.е. если определены произведения АВ и (АВ)С, то определены ВС и А(ВС), и выполняется равенство:

(АВ)С=А(ВС).


3) Операция умножения матриц дистрибутивна по отношению к сложению, т.е. если имеют смысл выражения  А(В+С) и (А+В)С, то соответственно:

А(В + С) = АВ + АС

(А + В)С = АС + ВС.


4) Если произведение АВ определено, то для любого числа ( верно соотношение:

((AB) = ((A)B = A((B).


5) Если определено произведение АВ , то определено произведение ВТАТ и выполняется равенство:

(АВ)Т = ВТАТ, где 

индексом Т обозначается транспонированная матрица.


6) Заметим также, что для любых квадратных матриц det (AB) = detA(detB.

Что такое det будет рассмотрено ниже.


 Определение. Матрицу В называют транспонированной матрицей А, а переход от А к В транспонированием, если элементы каждой строки матрицы А записать в том же порядке в столбцы матрицы В. 
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;
                 В = АТ=
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другими словами,  bji = aij.


В качестве следствия из предыдущего свойства (5) можно записать, что:

(ABC)T = CTBTAT, 

при условии, что определено произведение матриц АВС.


Пример.    Даны матрицы А = 
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AT = 
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Пример. Найти произведение матриц А = 
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ВА = 
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Пример. Найти произведение матриц А=
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Определители.( детерминанты).

 
Определение. Определителем квадратной матрицы А=
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 называется число, которое может быть вычислено по элементам матрицы  по формуле:

[image: image1256.wmf]
                                                                det A = 
[image: image39.wmf]å

=

+

-

n

k

k

k

k

M

a

1

1

1

1

)

1

(

,     где                         (1)

М1к – детерминант матрицы, полученной из исходной вычеркиванием первой строки и k – го столбца. Следует обратить внимание на то, что определители имеют только квадратные матрицы, т.е. матрицы, у которых число строк равно числу столбцов.

[image: image1257.wmf]Формула (1) позволяет вычислить определитель матрицы по первой строке, также справедлива формула вычисления определителя по первому столбцу:

                                                                det  A = 
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Вообще говоря, определитель может вычисляться по любой строке или столбцу матрицы, т.е. справедлива формула:
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                                                     detA = 
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Очевидно, что различные матрицы могут иметь одинаковые определители.

 Определитель единичной матрицы равен 1.


Для указанной матрицы А число М1к называется дополнительным минором  элемента матрицы a1k. Таким образом, можно заключить, что каждый элемент матрицы имеет свой дополнительный минор. Дополнительные миноры существуют только в квадратных матрицах.

Определение. Дополнительный минор произвольного элемента квадратной матрицы aij  равен определителю матрицы, полученной из исходной вычеркиванием i-ой строки и j-го столбца. 

Свойство1. Важным свойством определителей является следующее соотношение:

                                                                          det A = det AT;
                                      

Свойство 2.                   det ( A ( B) = det A ( det B.
Свойство 3.                   det (AB) = detA(detB

Свойство 4.  Если в квадратной матрице поменять местами какие-либо две строки (или столбца), то определитель матрицы изменит знак, не изменившись по абсолютной величине.

Свойство 5. При умножении столбца (или строки) матрицы на число ее определитель умножается на это число.

Свойство 6. Если в матрице А строки или столбцы линейно зависимы, то ее определитель равен нулю.

Определение: Столбцы (строки) матрицы называются линейно зависимыми, если существует их линейная комбинация, равная нулю, имеющая нетривиальные (не равные нулю) решения.


Свойство 7. Если матрица содержит нулевой столбец или нулевую строку, то ее определитель равен нулю. (Данное утверждение очевидно, т.к. считать определитель можно именно по нулевой строке или столбцу.)

Свойство 8. Определитель матрицы не изменится, если к элементам одной из его строк(столбца) прибавить(вычесть) элементы другой строки(столбца), умноженные на какое-либо число, не равное нулю.

Свойство 9. Если для элементов какой- либо строки или столбца матрицы верно соотношение: d = d1 ( d2  , e = e1 ( e2 , f = f1 ( f2 , то верно:
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Пример. Вычислить определитель матрицы А = 
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= -5 + 18 + 6 = 19.


Пример:. Даны матрицы А = 
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1-й способ: det A = 4 – 6 = -2;      det B = 15 – 2 = 13;            det (AB) = det A (det B = -26.

2- й способ:  AB = 
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,       det (AB) = 7(18 - 8(19 = 126 – 

 – 152  = -26.

Элементарные преобразования.
Определение. Элементарными преобразованиями матрицы назовем следующие преобразования:


1) умножение строки на число, отличное от нуля;


2) прибавление к одной строке другой строки;

3) перестановка строк;

4) вычеркивание (удаление) одной из одинаковых строк (столбцов);

5) транспонирование;


Те же операции, применяемые для столбцов, также называются элементарными преобразованиями.

С помощью элементарных преобразований можно к какой-либо строке или столбцу прибавить линейную комбинацию остальных строк ( столбцов ).

Миноры.
Выше было использовано понятие дополнительного минора матрицы. Дадим определение  минора матрицы.

Определение. Если в матрице А выделить несколько произвольных строк и столько же произвольных столбцов, то определитель, составленный из элементов, расположенных на пересечении этих строк и столбцов называется минором матрицы А. Если выделено s строк и столбцов, то полученный минор называется минором порядка s. 


Заметим, что вышесказанное применимо не только к квадратным матрицам, но и к прямоугольным.


Если вычеркнуть из исходной квадратной матрицы А выделенные строки и столбцы, то определитель полученной матрицы будет являться дополнительным минором.

Алгебраические дополнения.


Определение. Алгебраическим дополнением минора матрицы называется  его дополнительный минор, умноженный на (-1) в степени, равной сумме номеров строк и номеров столбцов минора матрицы.


В частном случае, алгебраическим дополнением элемента матрицы называется его минор, взятый со своим знаком, если сумма номеров столбца и строки, на которых стоит элемент, есть число четное и с противоположным знаком, если нечетное.

Теорема Лапласа. Если выбрано s строк матрицы с номерами i1, … ,is, то определитель этой матрицы равен сумме произведений всех миноров, расположенных в выбранных строках на их алгебраические дополнения.
Обратная матрица.
Определим операцию деления матриц как операцию, обратную умножению.

Определение. Если существуют квадратные матрицы Х и А, удовлетворяющие условию:

XA = AX = E,

где Е - единичная матрица того же самого порядка, то матрица Х называется обратной к матрице А и обозначается А-1.


Каждая квадратная матрица с определителем, не равным нулю имеет обратную матрицу и притом только одну.


Рассмотрим общий подход к нахождению обратной матрицы.

Исходя из определения произведения матриц, можно записать:

AX = E ( 
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Таким образом, получаем систему уравнений:


[image: image49.wmf]a

x

a

x

a

x

a

x

a

x

a

x

a

x

a

x

a

x

j

j

n

nj

j

j

j

j

jn

nj

n

j

n

j

nn

nj

11

1

12

2

1

1

1

2

2

1

1

2

2

0

1

0

+

+

+

=

+

+

+

=

+

+

+

=

ì

í

ï

ï

ï

î

ï

ï

ï

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

,

Решив эту систему, находим элементы матрицы Х.


Пример. Дана матрица А = 
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, найти А-1.
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Таким образом, А-1=
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Однако, такой способ не удобен при нахождении обратных матриц больших порядков, поэтому обычно применяют следующую формулу:
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где Мji- дополнительный минор элемента аji матрицы А.


Пример. Дана матрица А = 
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, найти А-1.

det A = 4 - 6 = -2.
M11=4;       M12= 3;        M21= 2;        M22=1

   x11= -2;      x12= 1;       x21= 3/2;      x22= -1/2
Таким образом, А-1=
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Cвойства обратных матриц.


Укажем следующие свойства обратных матриц:

1) (A-1)-1 = A;

                                                             2) (AB)-1 = B-1A-1
                                                             3) (AT)-1 = (A-1)T.


При использовании компьютерной версии “Курса высшей математики” возможно запустить програрамму, которая находит обратную матрицу и подробно описывает весь ход решения для матрицы размера 3х3.


Для запуска программы дважды щелкните на значке

[image: image1260.wmf]

В открывшемся лкне программы введите элементы матрицы по строкам и нажмите Enter.

Примечание: Для запуска программы необходимо чтобы на компьютере была установлена программа Maple (( Waterloo Maple Inc.) любой версии, начиная с MapleV Release 4.

Пример.  Дана матрица А = 
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А2 = АА = 
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;            A3 = 
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EMBED Equation.3[image: image63.wmf]÷
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Отметим, что матрицы 
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 являются перестановочными.

Пример.    Вычислить определитель 
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[image: image70.wmf]3
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 = -1(6 – 4) – 1(9 – 1) + 2(12 – 2) = -2 – 8 + 20 = 10.
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 = 2(-4) – 3(-6) = -8 + 18 = 10.

Значение определителя: -10 + 6 – 40 = -44.

Базисный минор матрицы.
Ранг матрицы.


Как было сказано выше, минором матрицы порядка s называется определитель матрицы, образованной из элементов исходной матрицы, находящихся на пересечении каких - либо выбранных s строк и s столбцов.

Определение.  В матрице порядка m(n минор порядка r называется базисным, если он не равен нулю, а все миноры порядка r+1 и выше равны нулю, или не существуют вовсе, т.е. r совпадает с меньшим из чисел m или n. 

Столбцы и строки матрицы, на которых стоит базисный минор, также называются базисными.


В матрице может быть несколько различных базисных миноров, имеющих одинаковый порядок.


Определение. Порядок базисного минора матрицы называется рангом матрицы и обозначается Rg А.


Очень важным свойством элементарных преобразований  матриц является то, что они не изменяют ранг матрицы.


Определение. Матрицы, полученные в результате элементарного преобразования, называются эквивалентными.


Надо отметить, что равные матрицы и эвивалентные матрицы - понятия совершенно различные.


Теорема. Наибольшее число линейно независимых столбцов в матрице равно числу линейно независимых строк.


Т.к. элементарные преобразования не изменяют ранг матрицы, то можно существенно упростить процесс нахождения ранга матрицы.


Пример.   Определить ранг матрицы.
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  RgA = 2.


  Пример: Определить ранг матрицы.
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 Rg = 2.

Пример. Определить ранг матрицы. 
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( Rg = 2.


Если с помощью элементарных преобразований не удается найти матрицу, эквивалентную исходной, но меньшего размера, то нахождение ранга матрицы следует начинать с вычисления миноров наивысшего возможного порядка. В вышеприведенном примере – это миноры порядка 3. Если хотя бы один из них не равен нулю, то ранг матрицы равен порядку этого минора.
Теорема о базисном миноре.

Теорема. В произвольной матрице А каждый столбец (строка) является линейной комбинацией столбцов (строк), в которых расположен базисный минор.

Таким образом, ранг произвольной матрицы А равен максимальному числу линейно независимых строк (столбцов) в матрице.


Если А- квадратная матрица и detA = 0, то по крайней мере один из столбцов – линейная комбинация остальных столбцов. То же самое справедливо и для строк. Данное утверждение следует из свойства линейной зависимости при определителе равном нулю.

Матричный метод решения систем линейных уравнений.


Матричный метод применим к решению систем уравнений, где число уравнений равно числу неизвестных.


Метод удобен для решения систем невысокого порядка.


Метод основан на применении свойств умножения матриц.


Пусть дана система уравнений:  


[image: image87.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

=

+

+

+

=

+

+

+

=

+

+

+

n

n

nn

n

n

n

n

n

n

b

x

a

x

a

x

a

b

x

a

x

a

x

a

b

x

a

x

a

x

a

...

.......

..........

..........

..........

..........

...

...

2

2

1

1

2

2

2

22

1

21

1

1

2

12

1

11


Составим матрицы:   A = 
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Систему уравнений можно записать:

A(X = B.

Сделаем следующее преобразование: A-1(A(X = A-1(B, 

т.к.   А-1(А = Е, то  Е(Х = А-1(В

Х = А-1(В


Для применения данного метода необходимо находить обратную матрицу, что может быть связано с вычислительными трудностями при решении систем высокого порядка.


Пример. Решить систему уравнений:
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Найдем обратную матрицу А-1.

( = det A = 
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Cделаем проверку:

A(A-1 = 
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Находим матрицу Х.

Х = 
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Итого решения системы: x =1; y = 2; z = 3.

Несмотря на ограничения возможности применения данного метода и сложность вычислений при больших значениях коэффициентов, а также систем высокого порядка, метод может быть легко реализован на ЭВМ.

Метод Крамера.
(Габриель Крамер (1704-1752) швейцарский математик)


Данный метод также применим только в случае систем линейных уравнений, где число переменных совпадает с числом уравнений. Кроме того, необходимо ввести ограничения на коэффициенты системы. Необходимо, чтобы все уравнения были линейно независимы, т.е. ни одно уравнение не являлось бы линейной комбинацией остальных.


Для этого необходимо, чтобы определитель матрицы системы не равнялся 0.

det A ( 0;

Действительно, если какое- либо уравнение системы есть линейная комбинация остальных, то если к элементам какой- либо строки прибавить элементы другой, умноженные на какое- либо число, с помощью линейных преобразований можно получить нулевую строку. Определитель в этом случае будет равен нулю.

Теорема. (Правило Крамера):


Теорема. Система из n уравнений с n неизвестными 
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в случае, если определитель матрицы системы не равен нулю, имеет единственное решение и это решение находится по формулам:

xi = (i/(, где

( = det A,  а (i – определитель матрицы, получаемой из матрицы системы заменой столбца i столбцом свободных членов bi.

(i = 
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Пример.
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A = 
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x1 = (1/detA;       x2 = (2/detA;        x3 = (3/detA;


Пример.   Найти решение системы уравнений:
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(1 = 
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x1 = (1/( = 1;

(2 = 
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x2 = (2/( = 2;

(3 = 
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x3 = (3/( = 3.


Как видно, результат совпадает с результатом, полученным выше матричным методом.


Если система однородна, т.е. bi = 0, то при ((0 система имеет единственное нулевое решение x1 = x2 = … = xn = 0.

При ( = 0 система имеет бесконечное множество решений.


Для самостоятельного решения:
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;             Ответ: x = 0; y = 0; z = -2.

Решение произвольных систем линейных уравнений.


Как было сказано выше, матричный метод и метод Крамера применимы только к тем системам линейных уравнений, в которых число неизвестных равняется числу уравнений. Далее рассмотрим произвольные системы линейных уравнений.


Определение. Система m уравнений с n неизвестными в общем виде записывается следующим образом:
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,                                    (1)

где aij – коэффициенты, а bi – постоянные. Решениями системы являются n чисел, которые при подстановке в систему превращают каждое ее уравнение в тождество.


Определение. Если система имеет хотя бы одно решение, то она называется совместной. Если система не имеет ни одного решения, то она называется несовместной.


Определение. Система называется определенной, если она имеет только одно решение и неопределенной, если более одного.


Определение. Для системы линейных уравнений вида (1) матрица

А = 
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 называется матрицей системы, а матрица

А*= 
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 называется расширенной матрицей системы


Определение. Если b1, b2, …,bm = 0, то система называется однородной. однородная система всегда совместна.

Элементарные преобразования систем.


К элементарным преобразованиям относятся: 


1)Прибавление к обеим частям одного уравнения соответствующих частей другого, умноженных на одно и то же число, не равное нулю.


2)Перестановка уравнений местами.


3)Удаление из системы уравнений, являющихся тождествами для всех х.

Теорема Кронекера – Капелли.

(условие совместности системы)

(Леопольд Кронекер (1823-1891) немецкий математик)


Теорема: Система совместна (имеет хотя бы одно решение) тогда и только тогда, когда ранг матрицы системы равен рангу расширенной матрицы.

RgA = RgA*.


Очевидно, что система (1) может быть записана в виде:

x1
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Доказательство.


1) Если решение существует, то столбец свободных членов есть линейная комбинация столбцов матрицы А, а значит добавление этого столбца в матрицу, т.е. переход А(А* не изменяют ранга.

2) Если RgA = RgA*, то это означает, что они имеют один и тот же базисный минор. Столбец свободных членов – линейная комбинация столбцов базисного минора, те верна запись, приведенная выше.

Пример. Определить совместность системы линейных уравнений:
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A = 
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   RgA = 2.

A* = 
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          RgA* = 3.


Система несовместна.


Пример. Определить совместность системы линейных уравнений.
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                     А = 
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A* = 
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[image: image140.wmf].
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Система совместна. Решения: x1 = 1;  x2 =1/2.

Метод Гаусса.
(Карл Фридрих Гаусс (1777-1855) немецкий математик)


В отличие от матричного метода и метода Крамера, метод Гаусса может быть применен к системам линейных уравнений с произвольным числом уравнений и неизвестных. Суть метода заключается в последовательном исключении неизвестных.


Рассмотрим систему линейных уравнений:
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Разделим обе части 1–го  уравнения на a11 ( 0, затем:

1) умножим на а21 и вычтем из второго уравнения

2) умножим на а31 и вычтем из третьего уравнения

                                     и т.д.

Получим:
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,   где d1j = a1j/a11,  j = 2, 3, …, n+1.

dij = aij – ai1d1j         i = 2, 3, … , n;       j = 2, 3, … , n+1.


Далее повторяем эти же действия для второго уравнения системы, потом – для третьего и т.д.


Пример. Решить систему линейных уравнений методом Гаусса.


[image: image143.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

-

+

-

=

+

-

=

-

+

10

7

3

3

2

5

2

3

2

1

3

2

1

3

2

1

x

x

x

x

x

x

x

x

x


Составим расширенную матрицу системы.

А* = 
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Таким образом, исходная система может быть представлена в виде:
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, откуда получаем:  x3 = 2; x2 = 5; x1 = 1.


Пример. Решить систему методом Гаусса.
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Составим расширенную матрицу системы.
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Таким образом, исходная система может быть представлена в виде:
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, откуда получаем:  z = 3; y = 2; x = 1.


Полученный ответ совпадает с ответом, полученным для данной системы методом Крамера и матричным методом.


Для самостоятельного решения:
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                        Ответ: {1, 2, 3, 4}.

При использовании компьютерной версии “Курса высшей математики” можно запустить программу, которая решит любую систему линейных уравнений 3- го порядка методом Крамера и методом Гаусса или систему 4 – го порядка методом Гаусса. Достаточно ввести только коэффициенты при переменных системы. Программа выдаст подробный отчет о ходе решения и результатах.

[image: image1261.wmf]
Для запуска программы дважды щелкните на значке:


В открывшемся окне выберите необходимый метод решения и следуйте имеющимся в программе указаниям.

Примечание: Для запуска программы необходимо чтобы на компьютере была установлена программа Maple (( Waterloo Maple Inc.) любой версии, начиная с MapleV Release 4. 

Элементы векторной алгебры.


Определение. Вектором называется направленный отрезок (упорядоченная пара точек). К векторам относится также и нулевой вектор, начало и конец которого совпадают.


Определение. Длиной (модулем) вектора называется расстояние между началом и концом вектора.


[image: image150.wmf]а

АВ

=



Определение. Векторы называются коллинеарными, если они расположены на одной или параллельных прямых. Нулевой вектор коллинеарен любому вектору.


Определение. Векторы называются компланарными, если существует плоскость, которой они параллельны. 


Коллинеарные векторы всегда компланарны, но не все компланарные векторы коллинеарны. 


Определение. Векторы называются равными, если они коллинеарны, одинаково направлены и имеют одинаковые модули.


Всякие векторы можно привести к общему началу, т.е. построить векторы, соответственно равные данным и имеющие общее начало. Из определения равенства векторов следует, что любой вектор имеет бесконечно много векторов, равных ему.


Определение. Линейными операциями над векторами называется сложение и умножение на число.


Суммой векторов является вектор - 
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Произведение - 
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 коллинеарен 
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Вектор 
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 сонаправлен с вектором 
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((
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), если ( > 0.

Вектор 
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 противоположно направлен с вектором 
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Свойства векторов.

1) 
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2) 
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3) 
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4) 
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5) (((()
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) – ассоциативность


6) ((+()
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7) ((
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8) 1(
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[image: image189.wmf]a
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Определение.

1) Базисом в пространстве называются любые 3 некомпланарных вектора, взятые в определенном порядке.

2) Базисом на плоскости называются любые 2 неколлинеарные векторы, взятые в определенном порядке.

3)Базисом на прямой называется любой ненулевой вектор.


Определение. Если 
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  - базис в пространстве и 
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 , то числа (, ( и ( - называются компонентами или координатами вектора 
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 в этом базисе.

В связи с этим можно записать следующие свойства:

· равные векторы имеют одинаковые координаты,

· при умножении вектора на число его компоненты тоже умножаются на это число,
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· при сложении векторов складываются их соответствующие компоненты.
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r

 + 
[image: image198.wmf]b

r

= 
[image: image199.wmf]3

3

3

2

2

2

1

1

1

)

(

)

(

)

(

e

e

e

b

a

b

a

b

a

+

+

+

+

+

.

Линейная зависимость векторов.

Определение. Векторы 
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  называются линейно зависимыми, если существует такая линейная комбинация 
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, при не равных нулю одновременно (i , т.е. 
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Если же только при (i = 0 выполняется 
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, то векторы называются линейно независимыми.


Свойство 1. Если среди векторов 
[image: image204.wmf]i
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 есть нулевой вектор, то эти векторы линейно зависимы.

Свойство 2. Если к системе линейно зависимых векторов добавить один или несколько векторов, то полученная система тоже будет линейно зависима.


Свойство 3. Система векторов линейно зависима тогда и только тогда, когда один из векторов раскладывается в линейную комбинацию остальных векторов.

Свойство 4. Любые 2 коллинеарных вектора линейно зависимы и, наоборот, любые 2 линейно зависимые векторы коллинеарны.

Свойство 5. Любые 3 компланарных вектора линейно зависимы и, наоборот, любые 3 линейно зависимые векторы компланарны.

Свойство 6. Любые 4 вектора линейно зависимы.

Система координат.


Для определения положения произвольной точки могут использоваться различные системы координат. Положение произвольной точки в какой- либо системе координат должно однозначно определяться. Понятие системы координат представляет собой совокупность точки начала отсчета (начала координат) и некоторого базиса. Как на плоскости, так и в пространстве возможно задание самых разнообразных систем координат. Выбор системы координат зависит от характера поставленной геометрической, физической или технической задачи. Рассмотрим некоторые наиболее часто применяемые на практике системы координат.

Декартова система координат.


Зафиксируем в пространстве точку О и рассмотрим произвольную точку М.

Вектор 
[image: image205.wmf]ОМ

 назовем радиус- вектором точки М. Если в пространстве задать некоторый базис, то точке М можно сопоставить некоторую тройку чисел – компоненты ее радиус- вектора.


Определение. Декартовой системой координат в пространстве называется совокупность точки и базиса. Точка называется началом координат. Прямые, проходящие через начало координат называются осями координат.

1-я ось – ось абсцисс

2-я ось – ось ординат

3-я ось – ось апликат

Чтобы найти компоненты вектора нужно из координат его конца вычесть координаты начала.

Если заданы точки А(x1, y1, z1),   B(x2, y2, z2), то 
[image: image206.wmf]АВ

= (x2 – x1, y2 –  y1, z2 – z1).

Определение. Базис называется ортонормированным, если его векторы попарно ортогональны и равны единице.


Определение. Декартова система координат, базис которой ортонормирован называется декартовой прямоугольной системой координат.


Пример. Даны векторы
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[image: image208.wmf]b

r

(-1; 0; 3), 
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(2; 1; -1) и 
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(3; 2; 2) в некотором базисе. Показать, что векторы 
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образуют базис и найти координаты вектора 
[image: image214.wmf]d

 в этом базисе.


Векторы образуют базис, если они линейно независимы, другими словами, если  уравнения, входящие в систему:
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           линейно независимы.
Тогда 
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Это условие выполняется, если определитель матрицы системы отличен от нуля.
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EMBED Equation.3[image: image219.wmf]0

4

12

)

3

2

(

3

3

3

0

2

2

1

3

1

2

1

1

1

0

¹

=

+

-

-

+

-

=

+

-

+

-



[image: image220.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

+

+

=

+

+

=

+

+

3

3

3

3

2

2

2

2

1

1

1

1

d

c

b

a

d

c

b

a

d

c

b

a

g

b

a

g

b

a

g

b

a

    Для решения этой системы воспользуемся методом Крамера.
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Итого, координаты вектора 
[image: image227.wmf]d

в базисе 
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:   
[image: image231.wmf]d

 { -1/4, 7/4, 5/2}.


При использовании компьютерной версии “Курса высшей математики” можно запустить программу, которая позволит разложить любой вектор по любому новому базису, т.е. решить предыдущий пример для любых векторов 
[image: image232.wmf]d

, 
[image: image233.wmf]a
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, 
[image: image234.wmf]b
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, 
[image: image235.wmf]с
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.


Для запуска программы дважды щелкните по значку:


В открывшемся окне программы введите координаты векторов и нажмите Enter.

Примечание: Для запуска программы необходимо чтобы на компьютере была установлена программа Maple (( Waterloo Maple Inc.) любой версии, начиная с MapleV Release 4. 

Длина вектора в координатах определяется как расстояние между точками начала и конца вектора. Если заданы две точки в пространстве А(х1, y1, z1), B(x2, y2, z2), то  
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Если точка М(х, у, z) делит отрезок АВ в соотношении (/(, то координаты этой точки определяются как:
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В частном случае координаты середины отрезка находятся как:

x =  (x1 + x2)/2;         y = (y1 + y2)/2;            z = (z1 + z2)/2.

Линейные операции над векторами в координатах.


Пусть заданы векторы в прямоугольной системе координат
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Скалярное произведение векторов.


Определение. Скалярным произведением векторов 
[image: image240.wmf]a
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 и 
[image: image241.wmf]b
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 называется число, равное произведению длин этих сторон на косинус угла между ними.



[image: image242.wmf]a

r

(
[image: image243.wmf]b

r

 = (
[image: image244.wmf]a

r

((
[image: image245.wmf]b

r

(cos(

Свойства скалярного произведения:
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Если рассматривать векторы 
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в декартовой прямоугольной системе координат, то
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Используя полученные равенства, получаем формулу для вычисления угла между векторами:
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Пример.  Найти (5
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Пример. Найти угол между векторами 
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Пример.  Найти скалярное произведение (3
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Пример. Найти угол между векторами 
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Т.е. 
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Пример. При каком m векторы 
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Пример. Найти скалярное произведение векторов 
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Векторное произведение векторов.


Определение. Векторным произведением векторов 
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Свойства векторного произведения векторов:
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6) Геометрическим смыслом векторного произведения векторов является площадь параллелограмма, построенного на векторах 
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Пример.  Найти векторное произведение векторов  
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При использовании компьютерной версии “Курса высшей математики” можно запустить программу, которая может найти скалярное и векторное произведения двух векторов. Для запуска программы дважды щелкните на значке:


В открывшемся окне программы введите координаты векторов и нажмите Enter. После получения скалярного произведения нажмите Enter еще раз – будет получено векторное произведение.

Примечание: Для запуска программы необходимо чтобы на компьютере была установлена программа Maple (( Waterloo Maple Inc.) любой версии, начиная с MapleV Release 4. 

Пример. Вычислить площадь треугольника с вершинами А(2, 2, 2), В(4, 0, 3),

С(0, 1, 0).
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Пример. Доказать, что векторы 
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, т.к. векторы линейно зависимы, то они компланарны.


Пример. Найти площадь параллелограмма, построенного на векторах 
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Смешанное произведение векторов.


Определение. Смешанным произведением векторов 
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 называется число, равное скалярному произведению вектора 
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Смешанное произведение 
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по модулю равно объему параллелепипеда, построенного на векторах 
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Свойства смешанного произведения:


1)Смешанное произведение равно нулю, если:



а)хоть один из векторов равен нулю;



б)два из векторов коллинеарны;



в)векторы компланарны.


2)
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5) Объем треугольной пирамиды, образованной векторами 
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6)Если 
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Пример. Доказать, что точки А(5; 7; 2), B(3; 1; -1), C(9; 4; -4), D(1; 5; 0) лежат в одной плоскости.

Найдем координаты векторов: 
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Найдем смешанное произведение полученных векторов:
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Таким образом, полученные выше векторы компланарны, следовательно точки A, B, C и D лежат в одной плоскости.


Пример. Найти объем пирамиды и длину высоты, опущенной на грань BCD, если вершины имеют координаты A(0; 0; 1), B(2; 3; 5), C(6; 2; 3), D(3; 7; 2).

Найдем координаты векторов: 
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Объем пирамиды 
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Для нахождения длины высоты пирамиды найдем сначала площадь основания BCD.
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Уравнение поверхности в пространстве.


Определение. Любое уравнение, связывающее координаты x, y, z любой точки поверхности является уравнением этой поверхности.
Общее уравнение плоскости.


Определение. Плоскостью называется поверхность, вес точки которой удовлетворяют общему уравнению:

Ax + By + Cz + D = 0,

где А, В, С – координаты вектора 
[image: image437.wmf]k
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-вектор нормали к плоскости.


Возможны следующие частные случаи:

А = 0 – плоскость параллельна оси Ох

В = 0 – плоскость параллельна оси Оу

С = 0 – плоскость параллельна оси Оz
D = 0 – плоскость проходит через начало координат

А = В = 0 – плоскость параллельна плоскости хОу

А = С = 0 – плоскость параллельна плоскости хОz
В = С = 0 – плоскость параллельна плоскости yOz
А = D = 0 – плоскость проходит через ось Ох

В = D = 0 – плоскость проходит через ось Оу

С = D = 0 – плоскость проходит через ось Oz
А = В = D = 0 – плоскость совпадает с плоскостью хОу

А = С = D = 0 – плоскость совпадает с плоскостью xOz
В = С = D = 0 – плоскость совпадает с плоскостью yOz
Уравнение плоскости, проходящей через три точки.


Для того, чтобы через три какие- либо точки пространства можно было провести единственную плоскость, необходимо, чтобы эти точки не лежали на одной прямой.


Рассмотрим точки М1(x1, y1, z1), M2(x2, y2, z2), M3(x3, y3, z3) в общей декартовой системе координат.


Для того, чтобы произвольная точка М(x, y, z) лежала в одной плоскости с точками М1, М2, М3 необходимо, чтобы векторы 
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Таким образом,              
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Уравнение плоскости, проходящей через три точки:
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Уравнение плоскости по двум точкам и вектору, коллинеарному плоскости.


Пусть заданы точки М1(x1, y1, z1), M2(x2, y2, z2) и вектор 
[image: image442.wmf])
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Составим уравнение плоскости, проходящей через данные точки М1 и М2 и произвольную точку М(х, у, z) параллельно вектору 
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Векторы 
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Уравнение плоскости:
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Уравнение плоскости по одной точке и двум векторам,

 коллинеарным плоскости.


Пусть заданы два вектора 
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, коллинеарные плоскости. Тогда для произвольной точки М(х, у, z), принадлежащей плоскости, векторы 
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Уравнение плоскости:
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Уравнение плоскости по точке и вектору нормали.


Теорема. Если в пространстве задана точка М0(х0, у0, z0), то уравнение плоскости, проходящей через точку М0 перпендикулярно вектору нормали 
[image: image452.wmf]N

(A, B, C) имеет вид:  

A(x – x0) + B(y – y0) + C(z – z0) = 0.


Доказательство. Для произвольной точки М(х, у, z), принадлежащей плоскости, составим вектор 
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 - вектор нормали, то он перпендикулярен плоскости, а, следовательно, перпендикулярен и вектору 
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Таким образом, получаем уравнение плоскости
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Теорема доказана.

Уравнение плоскости в отрезках.


Если в общем уравнении Ах + Ву + Сz + D = 0 поделить обе части на -D
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, получим уравнение плоскости в отрезках:
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Числа a, b, c являются точками пересечения плоскости соответственно с осями х, у, z.
Уравнение плоскости в векторной форме.
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- радиус- вектор текущей точки М(х, у, z),


[image: image464.wmf]g
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 - единичный вектор, имеющий направление, перпендикуляра, опущенного на плоскость из начала координат.

(, ( и ( - углы, образованные этим вектором с осями х, у, z.
p – длина этого перпендикуляра.


В координатах это уравнение имеет вид:

 

xcos( + ycos( + zcos( - p = 0.

Расстояние от точки до плоскости.


Расстояние от произвольной точки М0(х0, у0, z0)  до плоскости Ах+Ву+Сz+D=0 равно:
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Пример. Найти уравнение плоскости, зная, что точка Р(4; -3; 12) – основание перпендикуляра, опущенного из начала координат на эту плоскость.
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Таким образом, A = 4/13;  B = -3/13;   C = 12/13, воспользуемся формулой:

A(x – x0) + B(y – y0) + C(z – z0) = 0.
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Пример. Найти уравнение плоскости, проходящей через две точки P(2; 0; -1) и 

Q(1; -1; 3)  перпендикулярно плоскости 3х + 2у – z + 5 = 0.


Вектор нормали к плоскости 3х + 2у – z + 5 = 0 
[image: image469.wmf])
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параллелен искомой плоскости.


Получаем:
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Пример. Найти уравнение плоскости, проходящей через точки А(2, -1, 4) и 

В(3, 2, -1) перпендикулярно плоскости х + у + 2z – 3 = 0.


Искомое уравнение плоскости имеет вид: Ax + By + Cz + D = 0, вектор нормали к этой плоскости 
[image: image471.wmf]1

n

(A, B, C). Вектор 
[image: image472.wmf]AB

(1, 3, -5) принадлежит плоскости. Заданная нам плоскость, перпендикулярная искомой имеет вектор нормали 
[image: image473.wmf]2

n

(1, 1, 2). Т.к. точки А и В принадлежат обеим плоскостям, а плоскости взаимно перпендикулярны, то 
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Таким образом, вектор нормали 
[image: image475.wmf]1

n

(11, -7, -2). Т.к. точка А принадлежит искомой плоскости, то ее координаты должны удовлетворять уравнению этой плоскости, т.е. 11(2 + 7(1 - 2(4 + D = 0;    D = -21.


Итого, получаем уравнение плоскости: 11x - 7y – 2z – 21 = 0.


Пример. Найти уравнение плоскости, зная, что точка Р(4, -3, 12) – основание перпендикуляра, опущенного из начала координат на эту плоскость.


Находим координаты вектора нормали 
[image: image476.wmf]OP

= (4,  -3, 12). Искомое уравнение плоскости имеет вид: 4x – 3y + 12z + D = 0. Для нахождения коэффициента D подставим в уравнение координаты точки Р: 

16 + 9 + 144 + D = 0

D = -169


Итого, получаем искомое уравнение: 4x – 3y + 12z – 169 = 0

Пример. Даны координаты вершин пирамиды А1(1; 0; 3), A2(2; -1; 3), A3(2; 1; 1),

A4(1; 2; 5).

1) Найти длину ребра А1А2.
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2) Найти угол между ребрами А1А2 и А1А4.
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3) Найти угол между ребром А1А4 и гранью А1А2А3.

Сначала найдем вектор нормали к грани А1А2А3 
[image: image479.wmf]N

r

 как векторное произведение векторов 
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Найдем угол между вектором нормали и вектором 
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[image: image486.wmf]=
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Искомый угол ( между вектором и плоскостью будет равен ( = 900 - (.
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4) Найти площадь грани А1А2А3.
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5) Найти объем пирамиды.
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 (ед3).

6) Найти уравнение плоскости А1А2А3. 

Воспользуемся формулой уравнения плоскости, проходящей через три точки.
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2x + 2y + 2z – 8 = 0

x + y + z – 4 = 0;


При использовании компьютерной версии “Курса высшей математики” можно запустить программу, которая решит рассмотренный выше пример для любых координат вершин пирамиды.


Для запуска программы дважды щелкните на значке:


В открывшемся окне программы введите координаты вершин пирамиды и, нажимите Enter. Таким образом, поочередно могут быть получены все пункты решения.

Примечание: Для запуска программы необходимо чтобы на компьютере была установлена программа Maple (( Waterloo Maple Inc.) любой версии, начиная с MapleV Release 4. 
Аналитическая геометрия.

Уравнение линии на плоскости.


Как известно, любая точка на плоскости определяется двумя координатами в какой- либо системе координат. Системы координат могут быть различными в зависимости от выбора базиса и начала координат.


Определение. Уравнением линии  называется соотношение y = f(x) между координатами точек, составляющих эту линию.


Отметим, что уравнение линии может быть выражено параметрическим способом, то есть каждая координата каждой точки выражается через некоторый независимый параметр t.

Характерный пример – траектория движущейся точки. В этом случае роль параметра играет время.

Уравнение прямой на плоскости.


Определение. Любая прямая на плоскости может быть задана уравнением первого порядка

Ах + Ву + С = 0,

причем постоянные А, В не равны нулю одновременно, т.е. А2 + В2 ( 0. Это уравнение первого порядка называют общим уравнением прямой.

В зависимости от значений постоянных А,В и С возможны следующие частные случаи:

· C = 0, А ( 0, В ( 0 – прямая проходит через начало координат

· А = 0, В ( 0, С ( 0 { By + C = 0}- прямая параллельна оси Ох

· В = 0, А ( 0, С ( 0 { Ax + C = 0} – прямая параллельна оси Оу

· В = С = 0, А ( 0 – прямая совпадает с осью Оу

· А = С = 0, В ( 0 – прямая совпадает с осью Ох

Уравнение прямой может быть представлено в различном виде в зависимости от каких – либо заданных начальных условий.

Уравнение прямой по точке и вектору нормали.

Определение. В декартовой прямоугольной системе координат вектор с компонентами (А, В) перпендикулярен прямой , заданной уравнением Ах + Ву + С = 0.

Пример. Найти уравнение прямой, проходящей через точку А(1, 2) перпендикулярно вектору 
[image: image491.wmf]n

r

(3, -1).

Составим при А = 3 и В = -1 уравнение прямой: 3х – у + С = 0. Для нахождения коэффициента С подставим в полученное выражение координаты заданной точки А.

Получаем: 3 – 2 + C = 0, следовательно С = -1.

Итого: искомое уравнение: 3х – у – 1 = 0.

Уравнение прямой, проходящей через две точки.


Пусть в пространстве заданы две точки M1(x1, y1, z1) и M2(x2, y2, z2), тогда уравнение прямой, проходящей через эти точки:
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Если какой- либо из знаменателей равен нулю, следует приравнять нулю соответствующий числитель.


На плоскости записанное выше уравнение прямой упрощается:
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если х1 ( х2  и х = х1, еслих1 = х2.

Дробь 
[image: image494.wmf]1
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= k называется угловым коэффициентом прямой.

Пример. Найти уравнение прямой, проходящей через точки А(1, 2) и В(3, 4).

Применяя записанную выше формулу, получаем:
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Уравнение прямой по точке и угловому коэффициенту.


Если общее уравнение прямой Ах + Ву + С = 0 привести к виду:
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и обозначить 
[image: image497.wmf]b
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, то полученное уравнение называется уравнением прямой с угловым коэффициентом k.

Уравнение прямой по точке и направляющему вектору.


По аналогии с пунктом, рассматривающим уравнение прямой через вектор нормали можно ввести задание прямой через точку и направляющий вектор прямой.


Определение. Каждый ненулевой вектор 
[image: image498.wmf]а

r

((1, (2), компоненты которого удовлетворяют условию А(1 + В(2 = 0 называется направляющим вектором прямой

Ах + Ву + С = 0.


Пример. Найти уравнение прямой с направляющим вектором 
[image: image499.wmf]а

r

(1, -1) и проходящей через точку А(1, 2).


Уравнение искомой прямой будем искать в виде: Ax + By + C = 0. В соответствии с определением, коэффициенты должны удовлетворять условиям:

1(A + (-1)(B = 0, т.е.   А = В.


Тогда уравнение прямой имеет вид: Ax + Ay + C = 0, или x + y + C/A = 0.


при х = 1, у = 2 получаем С/A = -3, т.е. искомое уравнение:

х + у - 3 = 0

Уравнение прямой в отрезках.


Если в общем уравнении прямой Ах + Ву + С = 0 С ( 0, то, разделив на –С, получим:
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Геометрический смысл коэффициентов в том, что коэффициент а является координатой точки пересечения прямой с осью Ох, а b – координатой точки пересечения прямой с осью Оу.


Пример. Задано общее уравнение прямой х – у + 1 = 0. Найти уравнение этой прямой в отрезках.


С = 1, 
[image: image503.wmf]1
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,       а = -1,   b = 1.
Нормальное уравнение прямой.


Если обе части уравнения Ах + Ву + С = 0 разделить на число 
[image: image504.wmf]2
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, которое называется нормирующем множителем, то получим

xcos( + ysin( - p = 0 –

нормальное уравнение прямой.


Знак ( нормирующего множителя надо выбирать так, чтобы ((С < 0.

р – длина перпендикуляра, опущенного из начала координат на прямую, а ( - угол, образованный этим перпендикуляром с положительным направлением оси Ох.


Пример. Дано общее уравнение прямой 12х – 5у – 65 = 0. Требуется написать различные типы уравнений этой прямой.

уравнение этой прямой в отрезках: 
[image: image505.wmf]1
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уравнение этой прямой с угловым коэффициентом: (делим на 5)


[image: image506.wmf].
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нормальное уравнение прямой:
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;          cos( = 12/13; sin( = -5/13; p = 5.


Cледует отметить, что не каждую прямую можно представить уравнением в отрезках, например, прямые, параллельные осям или проходящие через начало координат.


Пример. Прямая отсекает на координатных осях равные положительные отрезки. Составить уравнение прямой, если площадь треугольника, образованного этими отрезками равна 8 см2.

Уравнение прямой имеет вид: 
[image: image508.wmf]1
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,           a = b = 1;     ab/2 = 8;          a = 4; -4.

a = -4 не подходит по условию задачи.

Итого: 
[image: image509.wmf]1
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   или х + у – 4 = 0.


Пример. Составить уравнение прямой, проходящей через точку А(-2, -3) и начало координат.

Уравнение прямой имеет вид: 
[image: image510.wmf]1
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, где х1 =  у1 = 0;  x2 = -2; y2 = -3.
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Для самостоятельного решения: Составить уравнения прямых, проходящих через точку М(-3, -4) и параллельных осям координат.


Ответ: { x + 3 = 0;   y + 4 = 0}.

Угол между прямыми на плоскости.


Определение. Если заданы две прямые y = k1x + b1,  y = k2x + b2, то острый угол между этими прямыми будет определяться как
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Две прямые параллельны, если k1 = k2.

Две прямые перпендикулярны, если k1 = -1/k2.

Теорема. Прямые Ах + Ву + С = 0 и А1х + В1у + С1 = 0 параллельны, когда пропорциональны коэффициенты А1 = (А,  В1 = (В. Если еще и С1 = (С, то прямые совпадают.


Координаты точки пересечения двух прямых находятся как решение системы двух уравнений.

Уравнение прямой, проходящей через данную точку 

перпендикулярно данной прямой.


Определение. Прямая, проходящая через точку М1(х1, у1) и перпендикулярная к прямой у = kx + b представляется уравнением:
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Расстояние от точки до прямой.

Теорема. Если задана точка М(х0, у0), то расстояние до прямой Ах + Ву + С =0 определяется как
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Доказательство. Пусть точка М1(х1, у1) – основание перпендикуляра, опущенного из точки М на заданную прямую. Тогда расстояние между точками М и М1:

                                                     
[image: image515.wmf]2
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Координаты x1 и у1 могут быть найдены как решение системы уравнений:
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Второе уравнение системы – это уравнение прямой, проходящей через заданную точку М0 перпендикулярно заданной прямой.


Если преобразовать первое уравнение системы к виду:

A(x – x0) + B(y – y0) + Ax0 + By0 + C = 0,

то, решая, получим:
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Подставляя эти выражения в уравнение (1), находим: 
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Теорема доказана.


Пример. Определить угол между прямыми: y = -3x + 7;  y = 2x + 1.

K1 = -3;   k2 = 2          tg( = 
[image: image519.wmf]1
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Пример. Показать, что прямые 3х – 5у + 7 = 0 и 10х + 6у – 3 = 0 перпендикулярны.


Находим: k1 = 3/5,    k2 = -5/3,  k1k2 = -1, следовательно, прямые перпендикулярны.


Пример. Даны вершины треугольника А(0; 1), B(6; 5), C(12; -1). Найти уравнение высоты, проведенной из вершины С.


Находим уравнение стороны АВ: 
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; 4x = 6y – 6; 

2x – 3y + 3 = 0; 
[image: image521.wmf].
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Искомое уравнение высоты имеет вид: Ax + By + C = 0 или y = kx + b.

k = 
[image: image522.wmf]2
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. Т.к. высота проходит через точку С, то ее координаты удовлетворяют данному уравнению: 
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откуда b = 17. Итого: 
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Ответ: 3x + 2y – 34 = 0.


Для самостоятельного решения:  Даны стороны треугольника x + y – 6 = 0, 

3x – 5y + 15 = 0, 5x – 3y – 14 = 0. Составить уравнения его высот.


Указание: Сначала следует найти координаты вершин треугольника, как точек пересечения сторон, затем воспользоваться методом, рассмотренном в предыдущем примере.


Ответ: { x – y = 0; 5x + 3y – 26 = 0; 3x + 5y – 26 = 0}.

Кривые второго порядка.


Кривая второго порядка может быть задана уравнением


Ах2 + 2Вху + Су2 + 2Dx + 2Ey + F = 0.


Существует система координат (не обязательно декартова прямоугольная), в которой данное уравнение может быть представлено в одном из видов, приведенных ниже.
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 - уравнение эллипса.

2) 
[image: image527.wmf]1
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 - уравнение “мнимого” эллипса.

3) 
[image: image528.wmf]1

2

2

2

2

=

-

b

y

a

x

 - уравнение гиперболы.

4) a2x2 – c2y2 = 0 – уравнение двух пересекающихся прямых.

5) y2 = 2px – уравнение параболы.

6) y2 – a2 = 0 – уравнение двух параллельных прямых.

7) y2 + a2 = 0 – уравнение двух “мнимых” параллельных прямых.

8) y2 = 0 – пара совпадающих прямых.

9) (x – a)2 + (y – b)2 = R2 – уравнение окружности.

Окружность.



В окружности (x – a)2 + (y – b)2 = R2  центр имеет координаты (a; b).


Пример. Найти координаты центра и радиус окружности, если ее уравнение задано в виде:

2x2 + 2y2 – 8x + 5y – 4 = 0.


Для нахождения координат центра и радиуса окружности данное уравнение необходимо привести к виду, указанному выше в п.9. Для этого выделим полные квадраты:

x2 + y2 – 4x + 2,5y – 2 = 0

x2 – 4x + 4 –4 + y2 + 2,5y + 25/16 – 25/16 – 2 = 0

(x – 2)2 + (y + 5/4)2 – 25/16 – 6 = 0

(x – 2)2 + (y + 5/4)2 = 121/16

Отсюда находим О(2; -5/4);   R = 11/4.

Эллипс.


Определение. Эллипсом называется линия, заданная уравнением  
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Определение. Фокусами называются такие две точки, сумма расстояний от которых до любой точки эллипса есть постоянная величина.
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F1, F2 – фокусы.   F1 = (c; 0);    F2(-c; 0)

с – половина расстояния между фокусами;

a – большая полуось;

b – малая полуось.


Теорема. Фокусное расстояние и полуоси эллипса связаны соотношением:

a2 = b2 + c2.


Доказательство:   В случае, если точка М находится на пересечении эллипса с вертикальной осью, r1 + r2 = 2
[image: image530.wmf]2
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(по теореме Пифагора). В случае, если точка М находится на пересечении эллипса с горизонтальной осью, r1 + r2 = a – c + a + c. Т.к. по определению сумма r1 + r2 – постоянная величина, то , приравнивая, получаем:

a2 = b2 + c2
r1 + r2 = 2a.


Определение. Форма эллипса определяется характеристикой, которая является отношением фокусного расстояния к большей оси и называется эксцентриситетом.

Е = с/a.

Т.к. с < a, то е < 1.


Определение. Величина k = b/a называется коэффициентом сжатия эллипса, а величина 1 – k = (a – b)/a называется сжатием эллипса.


Коэффициент сжатия и эксцентриситет связаны соотношением: k2 = 1 – e2.


Если a = b (c = 0, e = 0, фокусы сливаются), то эллипс превращается в окружность.


Если для точки М(х1, у1) выполняется условие: 
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, то она находится внутри эллипса, а если  
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, то точка находится вне эллипса.


Теорема. Для произвольной точки М(х, у), принадлежащей эллипсу верны соотношения:

r1 = a – ex, r2 = a + ex.


Доказательство.  Выше было показано, что r1 + r2 = 2a. Кроме того, из геометрических соображений можно записать:
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После возведения в квадрат и приведения подобных слагаемых:
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[image: image537.wmf].
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Аналогично доказывается, что r2 = a + ex.    Теорема доказана.


С эллипсом связаны две прямые, называемые директрисами. Их уравнения: 

x = a/e;   x = -a/e.


Теорема. Для того, чтобы точка лежала на эллипсе, необходимо и достаточно, чтобы отношение расстояния до фокуса к расстоянию до соответствующей директрисы равнялось эксцентриситету е.

Пример. Составить уравнение прямой, проходящей через левый фокус и нижнюю вершину эллипса, заданного уравнением: 
[image: image538.wmf].
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1) Координаты нижней вершины: x = 0; y2 = 16;  y = -4.

2) Координаты левого фокуса: c2 = a2 – b2 = 25 – 16 = 9;  c = 3;  F2(-3; 0).

3) Уравнение прямой, проходящей через две точки:
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Пример. Составить  уравнение эллипса, если его фокусы F1(0; 0), F2(1; 1), большая ось равна 2.


Уравнение эллипса имеет вид: 
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. Расстояние между фокусами:

2c = 
[image: image541.wmf]2
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, таким образом, a2 – b2 = c2 = ½

по условию 2а = 2, следовательно а = 1, b = 
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Итого: 
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Гипербола.


Определение. Гиперболой называется множество точек плоскости, для которых модуль разности расстояний от двух данных точек, называемых фокусами есть величина постоянная, меньшая расстояния между фокусами.
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По определению (r1 – r2(= 2a.  F1, F2 – фокусы гиперболы. F1F2 = 2c.
Выберем на гиперболе произвольную точку М(х, у). Тогда:
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[image: image552.wmf])
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обозначим с2 – а2 = b2 (геометрически эта величина – меньшая полуось)
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Получили каноническое уравнение гиперболы.

Гипербола симметрична относительно середины отрезка, соединяющего фокусы и относительно осей координат.


Ось 2а называется действительной осью гиперболы.


Ось 2b называется мнимой осью гиперболы.

Гипербола имеет две асимптоты, уравнения которых 
[image: image555.wmf].
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Определение. Отношение 
[image: image556.wmf]1
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называется  эксцентриситетом гиперболы, где с – половина расстояния между фокусами, а – действительная полуось.


С учетом того, что с2 – а2 = b2:
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Если а = b, e =  
[image: image559.wmf]2

, то гипербола называется равнобочной (равносторонней).

Определение. Две прямые, перпендикулярные действительной оси гиперболы и расположенные симметрично относительно центра на расстоянии a/e от него, называются директрисами гиперболы. Их уравнения: 
[image: image560.wmf]e
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Теорема. Если r – расстояние от произвольной точки М гиперболы до какого- либо фокуса, d – расстояние от той же точки до соответствующей этому фокусу директрисы, то отношение r/d – величина постоянная, равная эксцентриситету.


Доказательство. Изобразим схематично гиперболу.
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OF1 = c

Из очевидных геометрических соотношений можно записать:

a/e + d = x, следовательно d = x – a/e.

(x – c)2 + y2 = r2

Из канонического уравнения: 
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, с учетом b2 = c2 – a2:
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[image: image564.wmf]a
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Тогда т.к. с/a = e, то r = ex – a.

Итого: 
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Для левой ветви гиперболы доказательство аналогично. Теорема доказана.


Пример. Найти уравнение гиперболы, вершины и фокусы которой находятся в соответствующих вершинах и фокусах эллипса 
[image: image566.wmf]1
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Для эллипса: c2 = a2 – b2.

Для гиперболы: c2 = a2 + b2.
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Уравнение гиперболы: 
[image: image572.wmf]1
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Пример. Составить уравнение гиперболы, если ее эксцентриситет равен 2, а фокусы совпадают с фокусами эллипса с уравнением 
[image: image573.wmf].
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Находим фокусное расстояние c2 = 25 – 9 = 16.

Для гиперболы: c2 = a2 + b2 = 16,         e = c/a = 2;          c = 2a;          c2 = 4a2;      a2 = 4;

b2 = 16 – 4 = 12.


Итого: 
[image: image574.wmf]1
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 - искомое уравнение гиперболы.

Парабола.


Определение. Параболой называется множество точек плоскости, каждая из которых находится на одинаковом расстоянии от данной точки, называемой фокусом, и от данной прямой, называемой директрисой и не проходящей через фокус.


Расположим начало координат посередине между фокусом и директрисой.
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Величина р (расстояние от фокуса до директрисы) называется параметром параболы. Выведем каноническое уравнение параболы.


Из геометрических соотношений:  AM = MF;  AM = x + p/2;

MF2 = y2 + (x – p/2)2
(x + p/2)2 = y2 + (x – p/2)2
x2 +xp + p2/4 = y2 + x2 – xp + p2/4


y2 = 2px


Уравнение директрисы: x = -p/2.

Пример. На параболе у2 = 8х найти точку, расстояние которой от директрисы равно 4.


Из уравнения параболы получаем, что р = 4.

r = x + p/2 = 4; следовательно:

x = 2;  y2 = 16;   y = (4.  Искомые точки: M1(2; 4),  M2(2; -4).

Системы координат.


Любая точка на плоскости может быть однозначно определена при помощи различных координатных систем, выбор которых определяется различными факторами. Способ задания начальных условий для решения какой – либо конкретной технической задачи может определить выбор той или иной системы координат. Для удобства проведения вычислений часто предпочтительнее использовать системы координат, отличные от декартовой прямоугольной системы. Кроме того, наглядность представления окончательного ответа зачастую тоже сильно зависит от выбора системы координат. Ниже рассмотрим некоторые наиболее часто используемые системы координат.

Полярная система координат.


Определение. Точка О называется полюсом, а луч l – полярной осью.

Суть задания какой- либо системы координат на плоскости состоит в том, чтобы каждой точке плоскости поставить в соответствие пару действительных чисел, определяющих положение этой точки на плоскости. В случае полярной системы координат роль этих чисел играют расстояние точки от полюса и угол между полярной осью и радиус– вектором этой точки. Этот угол ( называется полярным углом.
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Можно установить связь между полярной системой координат и декартовой прямоугольной системой, если поместить начало декартовой прямоугольной системы в полюс, а полярную ось направить вдоль положительного направления оси Ох.


Тогда координаты произвольной точки в двух различных системах координат связываются соотношениями:


x = rcos(;       y = rsin(;      x2 + y2 = r2
Пример. Уравнение кривой в полярной системе координат имеет вид: 


[image: image576.wmf]j
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. Найти уравнение кривой в декартовой прямоугольной системе координат, определит тип кривой, найти фокусы и эксцентриситет. Схематично построить кривую.


Воспользуемся связью декартовой прямоугольной и полярной системы координат: 
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Получили каноническое уравнение эллипса. Из уравнения видно, что центр эллипса сдвинут вдоль оси Ох на 1/2 вправо, большая полуось a равна 3/2, меньшая полуось b равна 
[image: image587.wmf]2

, половина расстояния между фокусами равно с = 
[image: image588.wmf]2
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= 1/2. Эксцентриситет равен е = с/a = 1/3. Фокусы F1(0; 0) и F2(1; 0).
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Пример. Уравнение кривой в полярной системе координат имеет вид: 


[image: image591.wmf]j
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. Найти уравнение кривой в декартовой прямоугольной системе координат, определит тип кривой, найти фокусы и эксцентриситет. Схематично построить кривую.


Подставим в заданное уравнение формулы, связывающие полярную и декартову прямоугольную системы координат.
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Получили каноническое уравнение гиперболы. Из уравнения видно, что гипербола сдвинута вдоль оси Ох на 5 влево, большая полуось а равна 4, меньшая полуось b равна 3, откуда получаем c2 = a2 + b2 ; c = 5;   e = c/a = 5/4.


Фокусы F1(-10; 0), F2(0; 0).


Построим график этой гиперболы.
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Аналитическая геометрия в пространстве.

Уравнение линии в пространстве.


Как на плоскости, так и в пространстве, любая линия может быть определена как совокупность точек, координаты которых в некоторой выбранной в пространстве системе координат удовлетворяют уравнению:

F(x, y, z) = 0.


Это уравнение называется уравнением линии в пространстве.


Кроме того, линия в пространстве может быть определена и иначе. Ее можно рассматривать как линию пересечения двух поверхностей, каждая из которых задана каким- либо уравнением.


Пусть F(x, y, z) = 0 и Ф(x, y, z) = 0 – уравнения поверхностей, пересекающихся по линии L.


Тогда пару уравнений
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назовем уравнением линии в пространстве.

Уравнение прямой в пространстве по точке и

направляющему вектору.


Возьмем произвольную прямую и вектор 
[image: image602.wmf]S

r

(m, n, p), параллельный данной прямой. Вектор 
[image: image603.wmf]S

r

называется направляющим вектором прямой.


На прямой возьмем две произвольные точки М0(x0, y0, z0) и M(x, y, z).
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Обозначим радиус- векторы этих точек как 
[image: image607.wmf]0
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и 
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, очевидно, что 
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Т.к. векторы 

[image: image612.wmf]М

М

0

и 
[image: image613.wmf]S

r

 коллинеарны, то верно соотношение 
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t, где t – некоторый параметр.


Итого, можно записать: 
[image: image616.wmf]r
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= 
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 + 
[image: image618.wmf]S

r

t.

Т.к. этому уравнению удовлетворяют координаты любой точки прямой, то полученное уравнение – параметрическое уравнение прямой.


Это векторное уравнение может быть представлено в координатной форме:
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Преобразовав эту систему и приравняв значения параметра t, получаем канонические уравнения прямой в пространстве:
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Определение. Направляющими косинусами прямой называются направляющие косинусы вектора 
[image: image621.wmf]S

r

, которые могут быть вычислены по формулам:
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Отсюда получим: m : n : p = cos( : cos( : cos(. 

Числа m, n, p называются угловыми коэффициентами прямой. Т.к. 
[image: image625.wmf]S

r

- ненулевой вектор, то m, n и p не могут равняться нулю одновременно, но одно или два из этих чисел могут равняться нулю. В этом случае в уравнении прямой следует приравнять нулю соответствующие числители.

Уравнение прямой в пространстве, проходящей

через две точки.


Если на прямой в пространстве отметить две произвольные точки M1(x1, y1, z1) и M2(x2, y2, z2), то координаты этих точек должны удовлетворять полученному выше уравнению прямой:
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Кроме того, для точки М1 можно записать:
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Решая совместно эти уравнения, получим:
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Это уравнение прямой, проходящей через две точки в пространстве.

Общие уравнения прямой в пространстве.


Уравнение прямой может быть рассмотрено как уравнение линии пересечения двух плоскостей.


Как было рассмотрено выше, плоскость в векторной форме может быть задана уравнением:
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(
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r

+ D = 0, где
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- нормаль плоскости; 
[image: image632.wmf]r
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- радиус- вектор произвольной точки плоскости.


Пусть в пространстве заданы две плоскости: 
[image: image633.wmf]1
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+ D1 = 0 и 
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(
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+ D2 = 0, векторы нормали имеют координаты: 
[image: image637.wmf]1
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(A1, B1, C1), 
[image: image638.wmf]2
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(A2, B2, C2); 
[image: image639.wmf]r

r

(x, y, z).


Тогда общие уравнения прямой в векторной форме:
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Общие уравнения прямой в координатной форме:
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Практическая задача часто состоит в приведении уравнений прямых в общем виде к каноническому виду.


Для этого надо найти произвольную точку прямой и числа m, n, p.


При этом направляющий вектор прямой может быть найден как векторное произведение векторов нормали к заданным плоскостям.


[image: image642.wmf].
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Пример. Найти каноническое уравнение, если прямая задана в виде:
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Для нахождения произвольной точки прямой, примем ее координату х = 0, а затем подставим это значение в заданную систему уравнений.


[image: image644.wmf]î

í

ì

=

=

î

í

ì

=

-

=

î

í

ì

=

-

-

-

-

=

î

í

ì

=

-

-

-

=

1

2

1

1

3

0

7

4

12

1

3

0

7

4

1

3

z

y

z

z

y

z

z

z

y

z

y

z

y

, т.е. А(0, 2, 1).


Находим компоненты направляющего вектора прямой.
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Тогда канонические уравнения прямой:
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Пример.  Привести к каноническому виду уравнение прямой, заданное в виде:
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Для нахождения произвольной точки прямой, являющейся линией пересечения указанных выше плоскостей, примем z = 0. Тогда:
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2x – 9x – 7 = 0;

x = -1; y = 3;


Получаем: A(-1; 3; 0).

Направляющий вектор прямой: 
[image: image649.wmf]k

j

i

k

j

i

n

n

S

r

r

r

r

r

r

r

7

14

35

17

1

3

16

3

2

2

1

-

-

-

=

-

-

=

´

=

.

Итого: 
[image: image650.wmf];
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Угол между плоскостями.
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Угол между двумя плоскостями в пространстве ( связан с углом между нормалями к этим плоскостям (1 соотношением: ( = (1 или ( = 1800 - (1, т.е. 
cos( = (cos(1.


Определим угол (1. Известно, что плоскости могут быть заданы соотношениями: 
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(A1, B1, C1), 
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(A2, B2, C2). Угол между векторами нормали найдем из их скалярного произведения:
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Таким образом, угол между плоскостями находится по формуле:
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Выбор знака косинуса зависит от того, какой угол между плоскостями следует найти – острый, или смежный с ним тупой.

Условия параллельности и перпендикулярности

плоскостей.


На основе полученной выше формулы для нахождения угла между плоскостями можно найти условия параллельности и перпендикулярности плоскостей.


Для того, чтобы плоскости были перпендикулярны необходимо и достаточно, чтобы косинус угла между плоскостями равнялся нулю. Это условие выполняется, если:
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Плоскости параллельны, векторы нормалей коллинеарны: 
[image: image659.wmf]1
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.Это условие выполняется, если: 
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Угол между прямыми в пространстве.


Пусть в пространстве заданы две прямые. Их параметрические уравнения:

l1:   
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Угол между прямыми ( и угол между направляющими векторами ( этих прямых связаны соотношением: ( = (1 или ( = 1800 - (1. Угол между направляющими векторами находится из скалярного произведения. Таким образом:
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Условия параллельности и перпендикулярности 

прямых в пространстве.


Чтобы две прямые были параллельны необходимо и достаточно, чтобы направляющие векторы этих прямых были коллинеарны, т.е. их соответствующие координаты были пропорциональны.
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Чтобы две прямые были перпендикулярны необходимо и достаточно, чтобы направляющие векторы этих прямых были перпендикулярны, т.е. косинус угла между ними равен нулю.
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Угол между прямой и плоскостью.


Определение. Углом между прямой и плоскостью называется любой угол между прямой и ее проекцией на эту плоскость.
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Пусть плоскость задана уравнением 
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[image: image672.wmf]N

r

 и 
[image: image673.wmf]S

r

. Этот угол может быть найден по формуле:
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В координатной форме: 
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Условия параллельности и перпендикулярности

прямой и плоскости в пространстве.


Для того, чтобы прямая и плоскость были параллельны, необходимо и достаточно, чтобы вектор нормали к плоскости и направляющий вектор прямой были перпендикулярны. Для этого необходимо, чтобы их скалярное произведение было равно нулю.
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Для того, чтобы прямая и плоскость были перпендикулярны, необходимо и достаточно, чтобы вектор нормали к плоскости и направляющий вектор прямой были коллинеарны. Это условие выполняется, если векторное произведение этих векторов было равно нулю.



[image: image679.wmf]p

C

n

B

m

A

S

N

=

=

=

´

;

0

r

r


Поверхности второго порядка.


Определение. Поверхности второго порядка – это поверхности, уравнения которых в прямоугольной системе координат являются уравнениями второго порядка.

Цилиндрические поверхности.


Определение. Цилиндрическими поверхностями называются поверхности, образованные линиями, параллельными какой- либо фиксированной прямой.


Рассмотрим поверхности, в уравнении которых отсутствует составляющая z, т.е. направляющие параллельны оси Оz. Тип линии на плоскости ХOY (эта линия называется направляющей поверхности) определяет характер цилиндрической поверхности. Рассмотрим некоторые частные случаи в зависимости от уравнения направляющих:

1) 
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2) 
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 - гиперболический цилиндр.


2) x2 = 2py – параболический цилиндр.


Поверхности вращения.


Определение. Поверхность, описываемая некоторой линией, вращающейся вокруг неподвижной прямой d, называется поверхностью вращения с осью вращения d.

Если уравнение поверхности в прямоугольной системе координат имеет вид: 

F(x2 + y2, z) = 0, то эта поверхность – поверхность вращения с осью вращения Оz.
Аналогично: F(x2 + z2, y) = 0 – поверхность вращения с осью вращения Оу, 

F(z2 + y2, x) = 0 – поверхность вращения с осью вращения Ох.


Запишем уравнения поверхностей вращения для некоторых частных случаев:

1) 
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 - эллипсоид вращения

2) 
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 - однополостный гиперболоид вращения
3) 
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 - двуполостный гиперболоид вращения 
4) 
[image: image685.wmf]z
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Аналогично могут быть записаны уравнения для рассмотренных выше поверхностей вращения, если осью вращения являются оси Ох или Оу.

Однако, перечисленные выше поверхности являются всего лишь частными случаями поверхностей второго порядка общего вида, некоторые типы которых рассмотрены ниже:

Сфера:  
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Трехосный эллипсоид: 
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В сечении эллипсоида плоскостями, параллельными координатным плоскостям, получаются эллипсы с различными осями.


Однополостный гиперболоид: 
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Двуполостный гиперболоид: 
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Эллиптический параболоид: 
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Гиперболический параболоид: 
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Конус второго порядка: 
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Цилиндрическая и сферическая системы координат.


Как и на плоскости, в пространстве положение любой точки может быть определено тремя координатами в различных системах координат, отличных от декартовой прямоугольной системы. Цилиндрическая и сферическая системы координат являются обобщением для пространства полярной системы координат, которая была подробно рассмотрена выше.


Введем в пространстве точку О и луч l, выходящий из точки О, а также вектор 
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. Через точку О можно провести единственную плоскость, перпендикулярную вектору нормали 
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Для введения соответствия между цилиндрической, сферической и декартовой прямоугольной системами координат точку О совмещяют с началом декартовой прямоугольной системы координат, луч l – с положительным направлением оси х, вектор нормали – с осью z.

Цилиндрическая и сферическая системы координат используются в тех случаях, когда уравнение кривой или поверхности в декартовой прямоугольной системе координат выглядят достаточно сложно, и операции с таким уравнением представляются трудоемкими.

Представление уравнений в цилиндрической и сферической системе позволяет значительно упростить вычисления, что будет показано далее.
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[image: image695.wmf];
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  ОМ1 = r;    MM1 = h;


Если из точки М опустить перпендикуляр ММ1 на плоскость, то точка М1 будет иметь на плоскости полярные координаты (r, ().
Определение. Цилиндрическими координатами точки М называются  числа (r, (, h), которые определяют положение точки М в пространстве.

Определение. Сферическими координатами точки М называются числа (r,(,(), где ( - угол между ( и нормалью.

Связь цилиндрической и декартовой прямоугольной

системами координат.


Аналогично полярной системе координат на плоскости можно записать соотношения, связывающие между собой различные системы координат в пространстве. Для цилиндрической и декартовой прямоугольной систем эти соотношения имеют вид:


h = z;         x = rcos(;     y  = rsin(;   cos( = 
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Связь сферической системы координат с

декартовой прямоугольной.


В случае сферической системы координат соотношения имеют вид:


[image: image698.wmf];

;

cos

sin

;

sin

sin

;

cos

2

2

2

z

y

x

x

y

z

+

+

=

r

q

j

r

=

j

q

r

=

j

r

=



[image: image699.wmf];
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Линейное (векторное) пространство.

Как известно, линейные операции (сложение, вычитание, умножение на число) определены по-своему для каждого множества (числа, многочлены, направленные отрезки, матрицы). Сами операции различны, но их свойства одинаковы.


Эта общность свойств позволяет обобщить понятие линейных операций для любых множеств вне зависимости от того, что это за множества (числа, матрицы и т.д.).


Для того, чтобы дать определение линейного (векторного) пространства рассмотрим некоторое множество L действительных элементов, для которых определены операции сложения и умножения на число.

 Эти операции обладают свойствами:


1) Коммутативность 
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+
[image: image701.wmf]y

 = 
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+
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2) Ассоциативность  (
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3)Существует такой нулевой вектор 
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, что 
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для (
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4) Для (
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( L существует вектор 
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 = -
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, такой, что 
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5)1(
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 = 
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6) (((
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7) Распределительный закон (( + ()
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8) ((
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Определение: Множество L называется линейным (векторным) пространством, а его элементы называются векторами.


Важно не путать понятие вектора, приведенное выше с понятием вектора как направленного отрезка на плоскости или в пространстве. Направленные отрезки являются всего лишь частным случаем элементов линейного (векторного) пространства. Линейное (векторное) пространство – понятие более широкое. Примерами таких пространств могут служить множество действительных чисел, множество векторов на плоскости и в пространстве, матрицы и т.д.


Если операции сложения и умножения на число определены для действительных элементов, то линейное (векторное) пространство является вещественным пространством, если для комплексных элементов – комплексным пространством. 

Свойства линейных пространств.


1) В каждом линейном пространстве существует только один нулевой элемент.


2) Для каждого элемента существует только один противоположный элемент.


3) Для каждого 
[image: image732.wmf]x

( L верно 0(
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 = 0


4) Для каждого ( ( R и 
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( L  верно ((
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5) Если ((
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 = 
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, то ( = 0 или 
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6) (-1) 
[image: image741.wmf]x

 = -
[image: image742.wmf]x

 

Линейные преобразования.


Определение: Будем считать, что в линейном пространстве L задано некоторое линейное преобразование А, если любому элементу 
[image: image743.wmf]x

( L по некоторому правилу ставится в соответствие элемент А
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( L.


Определение: Преобразование А  называется линейным, если для любых векторов 
[image: image745.wmf]x

( L и 
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( L и любого ( верно:
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A((
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Определение: Линейное преобразование называется тождественным, если оно преобразует элемент линейного пространства сам в себя.

Е
[image: image753.wmf]x

 = 
[image: image754.wmf]x



Пример. Является ли А линейным преобразованием. А
[image: image755.wmf]x

=
[image: image756.wmf]x

+
[image: image757.wmf]0

x

;  
[image: image758.wmf]0

x

( 0.

Запишем преобразование А для какого- либо элемента 
[image: image759.wmf]y

.  А
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 = 
[image: image761.wmf]y

+
[image: image762.wmf]0

x


Проверим, выполняется ли правило операции сложения для этого преобразования А(
[image: image763.wmf]x

+
[image: image764.wmf]y

) = 
[image: image765.wmf]y

+
[image: image766.wmf]x

+
[image: image767.wmf]0

x

; A(
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) + A(
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) = 
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+
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+
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+
[image: image773.wmf]0

x

, что верно только при 
[image: image774.wmf]0

x

= 0, т.е. данное преобразование А нелинейное.


Определение: Если в пространстве L имеются векторы линейного преобразования 
[image: image775.wmf]n

a

a

a

,...,

,

2

1

, то другой вектор 
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является линейной комбинацией векторов 
[image: image777.wmf]i
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Определение: Если 
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 только при ( = ( = … = ( = 0, то векторы 
[image: image779.wmf]i
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называются линейно независимыми.


Определение: Если в линейном пространстве L есть n линейно независимых векторов, но любые n + 1 векторов линейно зависимы, то пространство L называется n-мерным, а совокупность линейно независимых векторов называется базисом линейного пространства L.


Следствие: Любой вектор линейного пространства может быть представлен в виде линейной комбинации векторов базиса.

Матрицы линейных преобразований.


Пусть в n- мерном линейном пространстве с базисом 
[image: image780.wmf]1
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,
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 задано линейное преобразование А. Тогда векторы А
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- также векторы этого пространства и их можно представить в виде линейной комбинации векторов базиса:

A
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e

= an1
[image: image795.wmf]1

e

+ an2
[image: image796.wmf]2

e

+…+ ann
[image: image797.wmf]n

e


Тогда матрица А = 
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 называется матрицей линейного преобразования А.


Если в пространстве L взять вектор 
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Эти равенства можно назвать линейным преобразованием в базисе 
[image: image808.wmf]1
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,
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.

В матричном виде:
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Пример. Найти матрицу линейного преобразования, заданного в виде:

x( = x + y

y( = y + z

z( = z + x

x( = 1(x + 1(y + 0(z

y( = 0(x + 1(y + 1(z
z( = 1(x + 0(y + 1(z
A = 
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На практике действия над линейными преобразованиями сводятся к действиям над их матрицами.

Определение: Если вектор 
[image: image815.wmf]х

переводится в вектор 
[image: image816.wmf]у

 линейным преобразованием с матрицей А, а вектор 
[image: image817.wmf]у

 в вектор 
[image: image818.wmf]z

 линейным преобразованием с матрицей В, то последовательное применение этих преобразований равносильно линейному преобразованию, переводящему вектор 
[image: image819.wmf]х

 в вектор 
[image: image820.wmf]z

(оно называется произведением составляющих преобразований).

С = В(А


Пример. Задано линейное преобразование А, переводящее вектор 
[image: image821.wmf]х

в вектор 
[image: image822.wmf]у

 и линейное преобразование В, переводящее вектор 
[image: image823.wmf]у

 в вектор 
[image: image824.wmf]z

. Найти матрицу линейного преобразования, переводящего вектор 
[image: image825.wmf]x

 в вектор 
[image: image826.wmf]z
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[image: image828.wmf]z
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С = В(А
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[image: image831.wmf].
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Т.е. 
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Примечание: Если (А(= 0, то преобразование вырожденное, т.е., например, плоскость преобразуется не в целую плоскость, а в прямую.

Собственные значения и собственные векторы

линейного преобразования.


Определение: Пусть L – заданное n- мерное линейное пространство. Ненулевой вектор 
[image: image833.wmf]Î

х

L называется собственным вектором линейного преобразования А, если существует такое число (, что выполняется равенство:

A
[image: image834.wmf]х
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При этом число ( называется собственным значением (характеристическим числом) линейного преобразования А, соответствующего вектору 
[image: image835.wmf]х

.

Определение: Если линейное преобразование А в некотором базисе 
[image: image836.wmf]1
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 имеет матрицу А = 
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, то собственные значения линейного преобразования А можно найти как корни (1, (2, … ,(n уравнения:
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Это уравнение называется характеристическим уравнением, а его левая часть- характеристическим многочленом линейного преобразования А.


Следует отметить, что характеристический многочлен линейного преобразования не зависит от выбора базиса.


Рассмотрим частный случай. Пусть А – некоторое линейное преобразование плоскости, матрица которого равна 
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. Тогда преобразование А может быть задано формулами: 
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в некотором базисе 
[image: image845.wmf]2
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Если преобразование А имеет собственный вектор с собственным значением (, то А
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х

l

=

.


[image: image847.wmf]î

í

ì

+

=

=

¢

+

=

=

¢

2

22

1

21

2

2

2

12

1

11

1

1

x

a

x

a

x

x

x

a

x

a

x

x

l

l

      или      
[image: image848.wmf]î

í

ì

=

-

+

=

+

-

0

)

(

0

)

(

2

22

1

21

2

12

1

11

x

a

x

a

x

a

x

a

l

l



Т.к. собственный вектор 
[image: image849.wmf]x

ненулевой, то х1 и х2 не равны нулю одновременно. Т.к.  данная система однородна, то для того, чтобы она имела нетривиальное решение, определитель системы должен быть равен нулю. В противном случае по правилу Крамера система имеет единственное решение – нулевое, что невозможно.
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Полученное уравнение является характеристическим уравнением линейного преобразования А.


Таким образом, можно найти собственный вектор 
[image: image851.wmf]х

(х1, х2) линейного преобразования А с собственным значением (, где ( - корень характеристического уравнения, а х1 и х2 – корни системы уравнений при подстановке в нее значения (.


Понятно, что если характеристическое уравнение не имеет действительных корней, то линейное преобразование А не имеет собственных векторов.


Следует отметить, что если 
[image: image852.wmf]х

- собственный вектор преобразования А, то и любой вектор ему коллинеарный – тоже собственный с тем же самым собственным значением  (. 


Действительно, 
[image: image853.wmf])
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. Если учесть, что векторы имеют одно начало, то эти векторы образуют так называемое собственное направление или собственную прямую.


Т.к. характеристическое уравнение может иметь два различных действительных корня (1 и (2, то в этом случае при подстановке их в систему уравнений получим бесконечное количество решений.  (Т.к. уравнения линейно зависимы). Это множество решений определяет две собственные прямые.


Если характеристическое уравнение имеет два равных корня (1 = (2 = (, то либо имеется лишь одна собственная прямая, либо, если при подстановке в систему она превращается в систему вида: 
[image: image854.wmf]î
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. Эта система удовлетворяет любым значениям х1 и х2. Тогда все векторы будут собственными, и такое преобразование называется преобразованием подобия.

Пример. Найти характеристические числа и собственные векторы линейного преобразования с матрицей А = 
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÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

3

2

4

5

.

Запишем линейное преобразование в виде: 
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Составим характеристическое уравнение:
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(2 -  8( + 7 = 0;

Корни характеристического уравнения: (1 = 7;  (2 = 1;


Для корня (1 = 7: 
[image: image858.wmf]î
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Из системы получается зависимость: x1 – 2x2 = 0. Собственные векторы для первого корня характеристического уравнения имеют координаты: (t; 0,5t) где t- параметр.


Для корня (2 = 1: 
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Из системы получается зависимость: x1 + x2 = 0. Собственные векторы для второго корня характеристического уравнения имеют координаты: (t; -t) где t- параметр.


Полученные собственные векторы можно записать в виде:
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Пример. Найти характеристические числа и собственные векторы линейного преобразования с матрицей А = 
[image: image861.wmf]÷
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Запишем линейное преобразование в виде: 
[image: image862.wmf]2
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[image: image863.wmf]î
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Составим характеристическое уравнение:


[image: image864.wmf]0
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(2 -  4( + 4 = 0;

Корни характеристического уравнения: (1 = (2 = 2;


Получаем: 
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Из системы получается зависимость: x1 – x2 = 0. Собственные векторы для первого корня характеристического уравнения имеют координаты: (t; t) где t- параметр.


Собственный вектор можно записать: 
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Рассмотрим другой частный случай. Если 
[image: image867.wmf]х

- собственный вектор линейного преобразования А, заданного в трехмерном линейном пространстве, а х1, х2, х3 – компоненты этого вектора в некотором базисе  
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где ( - собственное значение (характеристическое число) преобразования А.


Если матрица линейного преобразования А имеет вид:
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Характеристическое уравнение: 
[image: image872.wmf]0
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Раскрыв определитель, получим кубическое уравнение относительно (. Любое кубическое уравнение с действительными коэффициентами имеет либо один, либо три действительных корня.


Тогда любое линейное преобразование в трехмерном пространстве имеет собственные векторы.

Пример. Найти характеристические числа и собственные векторы линейного преобразования А, матрица линейного преобразования А = 
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Составим характеристическое уравнение:
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Собственные значения:     (1 = -2;  (2 = 3;   (3 = 6;

1) Для (1 = -2:    
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Если принять х1 = 1, то 
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Собственные векторы:  
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2) Для (2 = 3:    
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Если принять х1 = 1, то 
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Собственные векторы:  
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3) Для (3 = 6:    
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Если принять х1 = 1, то 
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Собственные векторы:  
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Пример. Найти характеристические числа и собственные векторы линейного преобразования А, матрица линейного преобразования А = 
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Составим характеристическое уравнение:
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Для (1 = 0:  
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Если принять х3 = 1, получаем     х1 = 0,  х2 = -2

Собственные векторы        
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Для самостоятельного решения:   Аналогично найти 
[image: image889.wmf]2
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и 
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 для (2 и (3.

Квадратичные формы.


Определение: Однородный многочлен второй степени относительно переменных х1 и х2 

Ф(х1, х2) = а11
[image: image891.wmf]2
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не содержащий свободного члена и неизвестных в первой степени называется квадратичной формой переменных х1 и х2.

Определение: Однородный многочлен второй степени относительно переменных х1, х2 и х3 
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не содержащий свободного члена и неизвестных в первой степени называется квадратичной формой переменных х1, х2 и х3.


Рассмотрим квадратичную форму двух переменных. Квадратичная форма имеет симметрическую матрицу А = 
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. Определитель этой матрицы называется определителем квадратичной формы.


Пусть на плоскости задан ортогональный базис 
[image: image894.wmf]2
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. Каждая точка плоскости имеет в этом базисе координаты х1, х2. 

Если задана квадратичная форма Ф(х1, х2) = а11
[image: image895.wmf]2
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, то ее можно рассматривать как функцию от переменных х1 и х2.

Приведение квадратичных форм к каноническому

виду.


Рассмотрим некоторое линейное преобразование А с матрицей 
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÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

22

12

12

11

а

а

а

а

А

.

Это симметрическое преобразование можно записать в виде:

y1 = a11x1 + a12x2

y2 = a12x1 + a22x2

где у1 и у2 – координаты вектора 
[image: image897.wmf]х
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 в базисе 
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Очевидно, что квадратичная форма может быть записана в виде

Ф(х1, х2) = х1у1 + х2у2.


Как видно, геометрический смысл числового значения квадратичной формы Ф в точке с координатами х1 и х2 – скалярное произведение 
[image: image899.wmf]Ф
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Если взять другой ортонормированный базис на плоскости, то в нем квадратичная форма Ф будет выглядеть иначе, хотя ее числовое значение в каждой геометрической точке и не изменится. Если найти такой базис, в котором квадратичная форма не будет содержать координат в первой степени, а только координаты в квадрате, то квадратичную форму можно будет привести к каноническому виду.


Если в качестве базиса взять совокупность собственных векторов линейного преобразования, то в этом базисе матрица линейного преобразования имеет вид:
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При переходе к новому базису от переменных х1 и х2 мы переходим к переменным 
[image: image901.wmf]1
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Тогда 
[image: image904.wmf]2
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Выражение 
[image: image905.wmf]2

2

2

2

1

1

2

1

)

(

)

(

)

,

(

х

х

х

х

Ф

¢

+

¢

=

¢

¢

l

l

 называется каноническим видом квадратичной формы. Аналогично можно привести к каноническому виду квадратичную форму с большим числом переменных. 

Теория квадратичных форм используется для приведения к каноническому виду уравнений кривых и поверхностей второго порядка.

Пример. Привести к каноническому виду квадратичную форму

Ф(х1, х2) = 27
[image: image906.wmf]2
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Коэффициенты: а11 = 27,   а12 = 5,   а22 = 3.

Составим характеристическое уравнение: 
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Пример. Привести к каноническому виду уравнение второго порядка:

17x2 + 12xy + 8y2 – 20 = 0.
Коэффициенты а11 = 17,   а12 = 6,   а22 = 8.      А = 
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Составим характеристическое уравнение: 
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(17 - ()(8 - () - 36 = 0

136 - 8( - 17( + (2 – 36 = 0

(2 - 25( + 100 = 0

(1 = 5,     (2 = 20.

Итого: 
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 - каноническое уравнение эллипса.

Пример. Используя теорию квадратичных форм, привести к каноническому виду уравнение линии второго порядка. Схематично изобразить график.
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Решение: Составим характеристическое уравнение квадратичной формы 
[image: image913.wmf]2
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[image: image915.wmf]0
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Решив это уравнение, получим (1 = 2, (2 = 6.

Найдем координаты собственных векторов:
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полагая m1 = 1, получим  n1 = 
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[image: image918.wmf](
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полагая m2 = 1, получим  n2 = 
[image: image919.wmf]3
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Собственные векторы: 
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[image: image921.wmf]3
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Находим координаты единичных векторов нового базиса.
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Имеем следующее уравнение линии в новой системе координат:
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Каноническое уравнение линии в новой системе координат будет иметь вид:
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[image: image925.wmf]-2
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Пример. Используя теорию квадратичных форм, привести к каноническому виду уравнение линии второго порядка. Схематично изобразить график.
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Решение: Составим характеристическое уравнение квадратичной формы 
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Решив это уравнение, получим (1 = 1, (2 = 11.

Найдем координаты собственных векторов:
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полагая m1 = 1, получим  n1 = 
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полагая m2 = 1, получим  n2 = 
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Собственные векторы: 
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Находим координаты единичных векторов нового базиса.
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Имеем следующее уравнение линии в новой системе координат:
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Каноническое уравнение линии в новой системе координат будет иметь вид:
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Пример. Используя теорию квадратичных форм, привести к каноническому виду уравнение линии второго порядка. Схематично изобразить график.

4ху + 3у2 + 16 = 0 

Коэффициенты: a11 = 0;    a12 = 2;    a22 = 3.

Характеристическое уравнение: 
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Корни: (1 = -1,   (2 = 4.

Для (1 = -1                                          Для (2 = 4
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m1 = 1;     n1 = -0,5;                                 m2 = 1;    n2 = 2;
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Получаем: 
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  -каноническое уравнение гиперболы.
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При использовании компьютерной версии “Курса высшей математики” возможно запустить программу, которая решает рассморенные выше примеры для любых начальных условий.


Для запуска программы дважды щелкните на значке:


В открывшемся окне программы введите коэффициенты квадратичной формы и нажмите Enter.

Примечание: Для запуска программы необходимо чтобы на компьютере была установлена программа Maple (( Waterloo Maple Inc.) любой версии, начиная с MapleV Release 4. 
Введение в математический анализ.

Числовая последовательность.


Определение. Если каждому натуральному числу n поставлено в соответствие число хn, то говорят, что задана последовательность
x1, х2, …, хn = {xn}


Общий элемент последовательности является функцией от n.

xn = f(n)

Таким образом последовательность может рассматриваться как функция.

Задать последовательность можно различными способами – главное, чтобы был указан способ получения любого члена последовательности.


Пример. {xn} = {(-1)n} или {xn} = -1; 1; -1; 1; …


               {xn} = {sin(n/2} или {xn} = 1; 0; 1; 0; …

Для последовательностей можно определить следующие операции:

1) Умножение последовательности на число m: m{xn} = {mxn}, т.е. mx1, mx2, …

2) Сложение (вычитание) последовательностей: {xn} ( {yn}    = {xn ( yn}.

3) Произведение последовательностей: {xn}({yn} = {xn(yn}.

4) Частное последовательностей: 
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Ограниченные и неограниченные последовательности.


Определение. Последовательность {xn} называется  ограниченной, если существует такое число М>0, что для любого n верно неравенство:
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т.е. все члены последовательности принадлежат промежутку (-М; M).

Определение. Последовательность {xn}называется ограниченной сверху, если для любого n существует такое число М, что
xn ( M.


Определение. Последовательность {xn}называется ограниченной снизу, если для любого n существует такое число М, что
xn ( M

Пример. {xn} = n – ограничена снизу  {1, 2, 3, … }.


Определение. Число а называется пределом последовательности {xn}, если для любого положительного (>0 существует такой номер N, что для всех n > N выполняется условие:
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Это записывается:    lim xn = a.


В этом случае говорят, что последовательность {xn}сходится к а при n((.


Свойство: Если отбросить какое- либо число членов последовательности, то получаются новые последовательности, при этом если сходится одна из них, то сходится и другая.


Пример.  Доказать, что предел последовательности lim 
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Пусть при n > N верно 
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, таким образом, если за N взять целую часть от 
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, то утверждение, приведенное выше, выполняется.


Пример. Показать, что при n(( последовательность 3, 
[image: image959.wmf]n
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 имеет пределом число 2.


Итого: {xn}= 2 + 1/n;    1/n = xn – 2

Очевидно, что существует такое число n, что 
[image: image960.wmf]e

<

=

-

n

x

n

1

2

, т.е. lim {xn} = 2.


Теорема. Последовательность не может иметь более одного предела.

Доказательство. Предположим, что последовательность {xn}имеет два предела a и b, не равные друг другу. 
xn ( a; xn ( b;    a ( b.

Тогда по определению существует такое число ( >0, что 
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Запишем выражение: 
[image: image962.wmf]e
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А т.к. (- любое число, то 
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Теорема. Если xn ( a, то 
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Доказательство. Из xn ( a следует, что 
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Теорема.  Если xn ( a, то последовательность {xn} ограничена.
Следует отметить, что обратное утверждение неверно, т.е. из ограниченности последовательности не следует ее сходимость.


Например, последовательность
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Монотонные последовательности.


Определение. 1) Если xn+1 > xn для всех n, то последовательность возрастающая.

                         2)Если xn+1 ( xn для всех n, то последовательность неубывающая.




  3)Если xn+1 < xn для всех n, то последовательность убывающая.


                       4)Если xn+1 ( xn для всех n, то последовательность невозрастающая

Все эти последовательности называются монотонными. Возрастающие и убывающие последовательности называются строго монотонными.


Пример. {xn} = 1/n – убывающая и ограниченная



   {xn} = n – возрастающая и неограниченная.


Пример. Доказать, что последовательность {xn}=
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 монотонная возрастающая.


Найдем член последовательности {xn+1}= 
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Найдем знак разности: {xn}-{xn+1}= 
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[image: image974.wmf]0

)

3

2

)(

1

2

(

1

<

+

+

-

=

n

n

, т.к. n(N, то знаменатель положительный при любом n.

Таким образом, xn+1 > xn. Последовательность возрастающая, что и следовало доказать.


Пример. Выяснить является возрастающей или убывающей последовательность

{xn} = 
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Найдем 
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.  Найдем разность 
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[image: image978.wmf]n
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, т.к.  n(N, то 1 – 4n <0, т.е. хn+1 < xn. Последовательность монотонно убывает.

Следует отметить, что монотонные последовательности ограничены по крайней мере с одной стороны.


Теорема. Монотонная ограниченная последовательность имеет предел.


Доказательство. Рассмотрим монотонную неубывающую последовательность

х1 ( х2 ( х3 ( … ( хn ( xn+1 ( …

Эта последовательность ограничена сверху: xn ( M, где М – некоторое число.

Т.к. любое, ограниченное сверху, числовое множество имеет четкую верхнюю грань, то для любого (>0 существует такое число N, что xN > a - (, где а – некоторая верхняя грань множества.

Т.к. {xn}- неубывающая последовательность, то при N > n  а - ( < xN ( xn, 

xn > a - (.

Отсюда a - ( < xn < a + (
-( < xn – a < (    или    (xn - a(< (,    т.е. lim xn = a.

Для остальных монотонных последовательностей доказательство аналогично.

Теорема доказана.

Число е.

Рассмотрим последовательность {xn} = 
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Если последовательность {xn} монотонная и ограниченная, то она имеет конечный предел. 

По формуле бинома Ньютона:
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Покажем, что последовательность {xn} – возрастающая. Действительно, запишем выражение xn+1 и сравним его с выражением xn:


[image: image982.wmf].
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Каждое слагаемое в выражении xn+1 больше соответствующего значения xn, и, кроме того, у xn+1 добавляется еще одно положительное слагаемое. Таким образом, последовательность {xn} возрастающая.


Докажем теперь, что при любом n ее члены не превосходят трех: xn < 3.
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Итак, последовательность 
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- монотонно возрастающая и ограниченная сверху, т.е. имеет конечный предел. Этот предел принято обозначать буквой е.
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Из неравенства 
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 следует, что е ( 3. Отбрасывая в равенстве для {xn} все члены, начиная с четвертого, имеем:
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переходя к пределу, получаем
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Таким образом, число е заключено между числами 2,5 и 3. Если взять большее количество членов ряда, то можно получить более точную оценку значения числа е.

Можно показать, что число е иррациональное и его значение равно 2,71828…

Аналогично можно показать, что 
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, расширив требования к х до любого действительного числа:

Предположим:                                  
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Найдем 
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Число е является основанием натурального логарифма.
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Выше представлен график функции y = lnx.
Связь натурального и десятичного логарифмов.


Пусть х = 10у, тогда  lnx = ln10y , следовательно lnx = yln10  

 у = 
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, где М = 1/ln10 ( 0,43429…- модуль перехода.

Предел функции в точке.
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Пусть функция f(x) определена в некоторой окрестности точки х = а (т.е. в самой точке х = а функция может быть и не определена)


Определение. Число А называется пределом функции f(x) при х(а, если для любого (>0 существует такое число (>0, что для всех х таких, что

0 < (x - a( < (
верно неравенство                                (f(x) - A(< (.


То же определение может быть записано в другом виде:

Если а - ( < x < a + (,  x ( a, то верно неравенство А - ( < f(x) < A + (.

Запись предела функции в точке: 
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Определение. Если f(x) ( A1 при х ( а только при x < a, то 
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 - называется пределом функции f(x) в точке х = а слева, а если f(x) ( A2 при х ( а только при x > a, то 
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 называется пределом функции f(x) в точке х = а справа.
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Приведенное выше определение относится к случаю, когда функция f(x) не определена в самой точке х = а, но определена в некоторой сколь угодно малой окрестности этой точки.

Пределы А1 и А2 называются также односторонними пределами функции f(x) в точке х = а. Также говорят, что А – конечный предел функции f(x).
Предел функции при стремлении аргумента к бесконечности.


Определение. Число А называется пределом функции f(x) при х((, если для любого числа (>0 существует такое число М>0, что для всех х, (х(>M выполняется неравенство
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При этом предполагается, что функция f(x) определена в окрестности бесконечности.

Записывают: 
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Графически можно представить:
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Аналогично можно определить пределы 
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Основные теоремы о пределах.


Теорема 1. 
[image: image1006.wmf]C
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Следующие теоремы справедливы при предположении, что функции f(x) и g(x) имеют конечные пределы при х(а.


Теорема 2. 
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Доказательство этой теоремы будет приведено ниже.


Теорема 3. 
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Следствие. 
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Теорема 4. 
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Теорема 5. Если f(x)>0 вблизи точки х = а и 
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Аналогично определяется знак предела при f(x) < 0, f(x) ( 0, f(x) ( 0.


Теорема 6. Если g(x) ( f(x) ( u(x) вблизи точки х = а и 
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Определение. Функция f(x) называется ограниченной вблизи точки х = а, если существует такое число М>0, что (f(x)(<M вблизи точки х = а.


Теорема 7. Если функция f(x) имеет конечный предел при х(а, то она ограничена вблизи точки х = а.
Доказательство. Пусть 
[image: image1015.wmf]A

x

f

a

x

=

®

)

(

lim

, т.е. 
[image: image1016.wmf]e

<

-

A

x

f

)

(

, тогда


[image: image1017.wmf]A

A

x

f

A

A

x

f

x

f

+

-

£

+

-

=

)

(

)

(

)

(

 или


[image: image1018.wmf]A
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Теорема доказана.

Бесконечно малые функции.


Определение.  Функция f(x) называется бесконечно малой при х(а, где а может быть числом или одной из величин (, +( или -(, если 
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Бесконечно малой функция может быть только если указать к какому числу стремится аргумент х. При различных значениях а функция может быть бесконечно малой или нет.


Пример. Функция f(x) = xn является бесконечно малой при х(0 и не является бесконечно малой при х(1, т.к. 
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Теорема. Для того, чтобы функция f(x) при х(а имела предел, равный А, необходимо и достаточно, чтобы вблизи точки х = а выполнялось условие

f(x) = A + ((x),

где ((х) – бесконечно малая при х ( а (((х)(0 при х ( а). 


Свойства бесконечно малых функций:
1) Сумма фиксированного числа бесконечно малых функций при х(а тоже бесконечно малая функция при х(а.

2) Произведение фиксированного числа бесконечно малых функций при х(а тоже бесконечно малая функция при х(а.

3) Произведение бесконечно малой функции на функцию, ограниченную вблизи точки х = а является бесконечно малой функцией при х(а.

4) Частное от деления бесконечно малой функции на функцию, предел которой не равен нулю есть величина бесконечно малая.

Используя понятие бесконечно малых функций, приведем доказательство некоторых теорем о пределах, приведенных выше.

Доказательство теоремы 2. Представим f(x) = A + ((x), g(x) = B + ((x), где
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f(x) ( g(x) = (A + B) + ((x) + ((x)

A + B = const,  ((х) + ((х) – бесконечно малая, значит
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Теорема доказана.

Доказательство теоремы 3. Представим f(x) = A + ((x), g(x) = B + ((x), где
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A(B = const,  ((х) и ((х) – бесконечно малые, значит
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Теорема доказана.

Бесконечно большие функции и их связь с

бесконечно малыми.


Определение. Предел функции f(x) при х(а, где а- число, равен бесконечности, если для любого числа М>0 существует такое число (>0, что неравенство

(f(x)(>M
выполняется при всех х, удовлетворяющих условию

0 < (x - a( < (
Записывается 
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Собственно, если в приведенном выше определении заменить условие (f(x)(>M на f(x)>M, то получим:
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а если заменить на f(x)<M, то:
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Графически приведенные выше случаи можно проиллюстрировать следующим образом:
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Определение. Функция называется бесконечно большой при х(а, где а – чосли или одна из величин (, +( или -(, если 
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Связь бесконечно больших и бесконечно малых функций осуществляется в соответствии со следующей теоремой.


Теорема. Если f(x)(0 при х(а (если х(( ) и не обращается в ноль, то
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Сравнение бесконечно малых функций.


Пусть ((х), ((х) и ((х) – бесконечно малые функции при х ( а. Будем обозначать эти функции (, ( и ( соответственно. Эти бесконечно малые функции можно сравнивать по быстроте их убывания, т.е. по быстроте их стремления к нулю.


Например, функция f(x) = x10 стремится к нулю быстрее, чем функция f(x) = x.


Определение. Если 
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, то функция ( называется бесконечно малой более высокого порядка, чем функция (.


Определение. Если 
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Определение. Если 
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то функции ( и ( называются эквивалентными бесконечно малыми. Записывают ( ~ (.


Пример.  Сравним бесконечно малые при х(0 функции f(x) = x10 и f(x) = x.
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т.е. функция f(x) = x10 – бесконечно малая более высокого порядка, чем f(x) = x.


Определение. Бесконечно малая функция ( называется бесконечно малой порядка k относительно бесконечно малой функции (, если предел 
[image: image1036.wmf]k
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 конечен и отличен от нуля.


Однако следует отметить, что не все бесконечно малые функции можно сравнивать между собой. Например, если отношение 
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 не имеет предела, то функции несравнимы.


Пример. Если 
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Пример. Если 
[image: image1040.wmf]x
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, то при х(0 
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 не существует, т.е. функция ( и ( несравнимы.

Свойства эквивалентных бесконечно малых.


1) ( ~ (,    
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2) Если ( ~ ( и ( ~ (, то ( ~ (,      
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3) Если ( ~ (, то ( ~ (,           
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       4) Если ( ~ (1 и ( ~ (1 и 
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Следствие:  а) если ( ~ (1  и 
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                                б) если ( ~ (1 и 
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Свойство 4 особенно важно на практике, т.к. оно фактически означает, что предел отношения бесконечно малых не меняется при замене их на эквивалентные бесконечно малые. Этот факт дает возможность при нахождении пределов заменять бесконечно малые на эквивалентные им функции, что может сильно упростить вычисление пределов.


Пример. Найти предел 
[image: image1052.wmf]x

x

tg

x

7

sin

5

lim

0

®


Так как tg5x ~ 5x и sin7x ~ 7x при х ( 0, то, заменив функции эквивалентными бесконечно малыми, получим:
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Пример. Найти предел 
[image: image1054.wmf]x
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Так как 1 – cosx = 
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Пример. Найти предел 
[image: image1057.wmf].
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Если ( и ( - бесконечно малые при х(а, причем ( - бесконечно малая более высокого порядка, чем (, то ( = ( + ( - бесконечно малая, эквивалентная (. Это можно доказать следующим равенством 
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Тогда говорят, что ( - главная часть бесконечно малой функции (.


Пример.  Функция х2 +х – бесконечно малая при х(0, х – главная часть этой функции. Чтобы показать это, запишем ( = х2, ( = х, тогда
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Некоторые замечательные пределы.

Первый замечательный предел. 
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Итого: 
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Второй замечательный предел. 
[image: image1064.wmf]1
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Третий замечательный предел. 
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Часто если непосредственное нахождение предела какой – либо функции представляется сложным, то можно путем преобразования функции свести задачу к нахождению замечательных пределов.
 Кроме трех, изложенных выше, пределов можно записать следующие полезные на практике соотношения:
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Пример. Найти предел.
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Пример. Найти предел.
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Пример. Найти предел.
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Пример. Найти предел.
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1

sin

lim

2

)

2

/

cos(

lim

2

2

2

/

2

/

2

cos

lim

0

0

2

/

=

=

-

=

ï

þ

ï

ý

ü

ï

î

ï

í

ì

+

-

=

-

-

=

-

=

=

-

®

®

®

y

y

y

y

y

x

y

x

x

y

x

x

y

y

x

p

p

p

p

p

p

p

p



Пример. Найти предел.


[image: image1071.wmf]4
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Пример. Найти предел   
[image: image1072.wmf]12
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Для нахождения этого предела разложим на множители числитель и знаменатель данной дроби.

x2 – 6x + 8 = 0;                                    x2 – 8x + 12 = 0;

D = 36 – 32 = 4;                                 D = 64 – 48 = 16;

x1 = (6 + 2)/2 = 4;                               x1 = (8 + 4)/2 = 6;

x2 = (6 – 2)/2 = 2 ;                               x2 = (8 – 4)/2 = 2;

Тогда 
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Пример. Найти предел.
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  домножим числитель и знаменатель дроби на сопряженное выражение: 
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Пример. Найти предел.
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Пример. Найти предел 
[image: image1078.wmf]2
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Разложим числитель и знаменатель на множители.

x2 – 3x + 2 = (x – 1)(x – 2)

x3 – 6x2 + 11x – 6 = (x – 1)(x – 2)(x – 3), т.к.

x3 – 6x2 + 11x – 6    x - 1

                                                       x3 – x2                      x2 – 5x + 6

                                                         - 5x2 + 11x
                                                         - 5x2 + 5x





             6x - 6







  6x - 6











         0

x2 – 5x + 6 = (x – 2)(x – 3)

Тогда 
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Пример. Найти предел.
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Для самостоятельного решения:
1) 
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2) 
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3) 
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4) 
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1

1

2

4

lim

2

1

-

=

+

-

+

+

-

®

x

x

x

x


5) 
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6) 
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7) 
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8) 
[image: image1088.wmf]16
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 - не определен.

Непрерывность функции в точке.


Определение. Функция f(x), определенная в окрестности некоторой точки х0, называется непрерывной в точке х0, если предел функции и ее значение в этой точке равны, т.е.
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Тот же факт можно записать иначе: 
[image: image1090.wmf])

lim

(

)

(

lim

0

0

x

f

x

f

x

x

x

x

®

®

=



Определение. Если функция f(x) определена в некоторой окрестности точки х0, но не является непрерывной в самой точке х0, то она называется разрывной функцией, а точка х0 – точкой разрыва.

Пример непрерывной функции:
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Пример разрывной функции:
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Определение. Функция f(x) называется непрерывной в точке х0, если для любого положительного числа (>0 существует такое число (>0, что для любых х, удовлетворяющих условию
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Определение.  Функция f(x) называется непрерывной в точке х = х0, если приращение функции в точке х0 является бесконечно малой величиной.

f(x) = f(x0) + ((x)

где ((х) – бесконечно малая при х(х0.

Свойства непрерывных функций.

1) Сумма, разность и произведение непрерывных в точке х0 функций – есть функция, непрерывная в точке х0.

2) Частное двух непрерывных функций 
[image: image1093.wmf])
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– есть непрерывная функция при условии, что g(x) не равна нулю в точке х0.

 
3) Суперпозиция непрерывных функций – есть непрерывная функция.

Это свойство может быть записано следующим образом:

Если u = f(x),  v = g(x) – непрерывные функции в точке х = х0, то функция v = g(f(x)) – тоже непрерывнаяфункция в этой точке.


Справедливость приведенных выше свойств можно легко доказать, используя теоремы о пределах.

Непрерывность некоторых элементарных функций.


1) Функция f(x) = C, C = const – непрерывная функция на всей области определения.


2) Рациональная функция 
[image: image1094.wmf]m
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 непрерывна для всех значений х, кроме тех, при которых знаменатель обращается в ноль. Таким образом, функция этого вида непрерывна на всей области определения.


3) Тригонометрические функции непрерывны на своей области определения.

Докажем свойство 3 для функции y = sinx.

Запишем приращение функции (y = sin(x + (x) – sinx, или после преобразования:
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[image: image1096.wmf]0
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Действительно, имеется предел произведения двух функций 
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. При этом функция косинус – ограниченная функция при (х(0 
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предел функции синус 
[image: image1100.wmf]0
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Таким образом, имеется произведение ограниченной функции на бесконечно малую, следовательно это произведение, т.е. функция (у – бесконечно малая. В соответствии с рассмотренными выше определениями, функция у = sinx – непрерывная функция для любого значения х = х0 из области определения, т.к. ее приращение в этой точке – бесконечно малая величина.

Аналогично можно доказать непрерывность остальных тригонометрических функций на всей области определения.

Вообще следует заметить, что все основные элементарные функции непрерывны на всей своей области определения.

Точки разрыва и их классификация.


Рассмотрим некоторую функцию f(x), непрерывную в окрестности точки х0, за исключением может быть самой этой точки. Из определения точки разрыва функции следует, что х = х0 является точкой разрыва, если  функция не определена в этой точке, или не является в ней непрерывной.

Следует отметить также, что непрерывность функции может быть односторонней. Поясним это следующим образом.


Если односторонний предел (см. выше) 
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, то функция называется непрерывной справа.








          х0

Если односторонний предел (см. выше) 
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, то функция называется непрерывной слева.







          х0


Определение. Точка х0 называется точкой разрыва функции f(x), если f(x) не определена в точке х0 или не является непрерывной в этой точке.


Определение. Точка х0 называется точкой разрыва 1- го рода, если в этой точке функция f(x) имеет конечные, но не равные друг другу левый и правый пределы.
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Для выполнения условий этого определения не требуется, чтобы функция была определена в точке х = х0, достаточно того, что она определена слева и справа от нее.

Из определения можно сделать вывод, что в точке разрыва 1 – го рода функция может иметь только конечный скачок. В некоторых частных случаях точку разрыва 1 – го рода еще иногда называют устранимой точкой разрыва, но подробнее об этом поговорим ниже.

Определение. Точка х0 называется точкой разрыва 2 – го рода, если в этой точке функция f(x) не имеет хотя бы одного из односторонних пределов или хотя бы один из них бесконечен.

Пример. Функция Дирихле (Дирихле Петер Густав(1805-1859) – немецкий математик, член- корреспондент Петербургской АН 1837г)


[image: image1104.wmf]î

í

ì

-

-

=

число

ьное

иррационал

x

число

ое

рациональн

x

x

f

,

0

,

1

)

(


не является непрерывной в любой точке х0.

Пример. Функция f(x) = 
[image: image1105.wmf]х

1

 имеет в точке х0 = 0 точку разрыва 2 – го рода, т.к.
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Пример. f(x) = 
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Функция не определена в точке х = 0, но имеет в ней конечный предел 
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, т.е. в точке х = 0 функция имеет точку разрыва 1 – го рода. Это – устранимая точка разрыва, т.к. если доопределить функцию:
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График этой функции:
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Пример.  f(x) = 
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Эта функция также обозначается sign(x) – знак х. В точке х = 0 функция не определена. Т.к. левый и правый пределы функции различны, то точка разрыва – 1 – го рода. Если доопределить  функцию в точке х  = 0, положив f(0) = 1, то функция будет непрерывна справа, если положить f(0) = -1, то функция будет непрерывной слева, если положить f(x) равное какому- либо числу, отличному от 1 или –1, то функция не будет непрерывна ни слева, ни справа, но во всех случаях  тем не менее  будет иметь в точке х = 0 разрыв 1 – го рода. В этом примере точка разрыва 1 – го рода не является устранимой.


Таким образом, для того, чтобы точка разрыва 1 – го рода была устранимой, необходимо, чтобы односторонние пределы справа и слева были конечны и равны, а  функция была бы в этой точке не определена.

Непрерывность функции на интервале и на отрезке.


Определение. Функция f(x) называется непрерывной на интервале (отрезке), если она непрерывна в любой точке интервала (отрезка).


При этом не требуется непрерывность функции на концах отрезка или интервала, необходима только односторонняя непрерывность на концах отрезка или интервала.

Свойства функций, непрерывных на отрезке.


Свойство 1: (Первая теорема Вейерштрасса (Вейерштрасс Карл (1815-1897)- немецкий математик)). Функция, непрерывная на отрезке, ограничена на этом отрезке, т.е. на отрезке [a, b] выполняется условие –M ( f(x) ( M.

Доказательство этого свойства основано на том, что функция, непрерывная в точке х0, ограничена в некоторой ее окрестности, а если разбивать отрезок [a, b] на бесконечное количество отрезков, которые “стягиваются” к точке х0, то образуется некоторая окрестность точки х0.

Свойство 2: Функция, непрерывная на отрезке [a, b], принимает на нем наибольшее и наименьшее значения.

Т.е. существуют такие значения х1 и х2, что f(x1) = m,  f(x2) = M, причем

m ( f(x) ( M
Отметим эти наибольшие и наименьшие значения функция может принимать на отрезке и несколько раз (например – f(x) = sinx).

Разность между наибольшим и наименьшим значением функции на отрезке называется колебанием функции на отрезке.

Свойство 3: (Вторая теорема Больцано – Коши). Функция, непрерывная на отрезке [a, b], принимает на этом отрезке все значения между двумя произвольными величинами.

Свойство 4: Если функция f(x) непрерывна в точке х = х0, то существует некоторая окрестность точки х0, в которой функция сохраняет знак.

Свойство 5: (Первая теорема Больцано (1781-1848) – Коши). Если функция f(x)- непрерывная на отрезке [a, b] и имеет на концах отрезка значения противоположных знаков, то существует такая точка внутри этого отрезка, где f(x) = 0.

Т.е. если sign(f(a)) ( sign(f(b)), то ( х0: f(x0) = 0.
Определение. Функция f(x) называется равномерно непрерывной на отрезке [a, b], если для любого (>0 существует (>0 такое, что для любых точек х1([a,b] и x2([a,b] таких, что

(х2 – х1(< (
верно неравенство                                    (f(x2) – f(x1)( < (

Отличие равномерной непрерывности от “обычной” в том, что для любого ( существует свое (, не зависящее от х, а при “обычной” непрерывности ( зависит от ( и х.


Свойство 6: Теорема Кантора (Кантор Георг (1845-1918)- немецкий математик). Функция, непрерывная на отрезке, равномерно непрерывна на нем.

(Это свойство справедливо только для отрезков, а не для интервалов и полуинтервалов.)


Пример. 
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Функция 
[image: image1117.wmf]x
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 непрерывна на интервале (0, а), но не является на нем равномерно непрерывной, т.к. существует такое число (>0 такое, что существуют значения х1 и х2 такие, что(f(x1) – f(x2)(>(, ( - любое число при условии, что х1 и х2 близки к нулю.


Свойство 7: Если функция f(x) определена, монотонна и непрерывна на некотором промежутке, то и обратная ей функция х = g(y) тоже однозначна, монотонна и непрерывна.


Пример. Исследовать на непрерывность функцию и определить тип точек разрыва, если они есть.
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в точке х = -1 функция непрерывна             в точке х = 1 точка разрыва 1 – го рода      
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Пример. Исследовать на непрерывность функцию и определить тип точек разрыва, если они есть.
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в точке х = 0 функция непрерывна             в точке х = 1 точка разрыва 1 – го рода                         
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Комплексные числа.


Определение. Комплексным числом z называется выражение 
[image: image1124.wmf]ib
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, где a и b – действительные числа, i – мнимая единица, которая определяется соотношением:
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При этом число a называется действительной частью числа z (a = Re z), а b- мнимой частью (b = Im z).


Если a =Re z =0, то число z будет чисто мнимым, если b = Im z = 0, то число z будет действительным.


Определение. Числа 
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называются комплексно – сопряженными.

Определение. Два комплексных числа 
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 называются равными, если соответственно равны их действительные и мнимые части:
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Определение. Комплексное число равно нулю, если соответственно равны нулю действительная и мнимая части.
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Понятие комплексного числа имеет геометрическое истолкование. Множество комплексных чисел является расширением множества действительных чисел за счет включения множества мнимых чисел. Комплексные числа включают в себя все множества чисел, которые изучались ранее. Так натуральные, целые, рациональные, иррациональные, действительные числа являются, вообще говоря, частными случаями комплексных чисел.


Если любое действительное число может быть геометрически представлено в виде точки на числовой прямой, то комплексное число представляется точкой на плоскости, координатами которой будут соответственно действительная и мнимая части комплексного числа. При этом горизонтальная ось будет являться действительной числовой осью, а вертикальная - мнимой осью.
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Таким образом, на оси ОХ располагаются действительные числа, а на оси ОY – чисто мнимые.


С помощью подобного геометрического представления можно представлять числа в так называемой тригонометрической форме.

Тригонометрическая форма числа.


Из геометрических соображений видно, что 
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. Тогда комплексное число можно представить в виде:
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Такая форма записи называется тригонометрической формой записи комплексного числа.

При этом величина r называется модулем комплексного числа, а угол наклона ( - аргументом комплексного числа.
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Из геометрических соображений видно:



[image: image1135.wmf];
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Очевидно, что комплексно – сопряженные числа имеют одинаковые модули и противоположные аргументы.
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Действия с комплексными числами.


Основные действия с комплексными числами вытекают из действий с многочленами.


1) Сложение и вычитание. 
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[image: image1138.wmf]2
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2) Умножение.
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[image: image1140.wmf])
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В тригонометрической форме:
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С случае комплексно – сопряженных чисел:
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3) Деление.
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[image: image1146.wmf]2
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[image: image1147.wmf]2
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В тригонометрической форме:
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4) Возведение в степень.

Из операции умножения комплексных чисел следует, что
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В общем случае получим:
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где n – целое положительное число.


Это выражение называется формулой Муавра.

(Абрахам де Муавр (1667 – 1754) – английский математик)


Формулу Муавра можно использовать для нахождения тригонометрических функций двойного, тройного и т.д. углов.


Пример. Найти формулы sin2( и cos2(.

Рассмотрим некоторое комплексное число 
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Тогда с одной стороны 
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По формуле Муавра: 
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Приравнивая, получим 
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Т.к. два комплексных числа равны, если равны их действительные и мнимые части, то
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Получили известные формулы двойного угла.


5) Извлечение корня из комплексного числа.
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Возводя в степень, получим:
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Отсюда: 
[image: image1159.wmf].
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Таким образом, корень n – ой степени из комплексного числа имеет n различных значений.

Показательная форма комплексного числа.

Рассмотрим показательную функцию 
[image: image1161.wmf].
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Можно показать, что функция w может быть записана в виде:



[image: image1162.wmf])

sin

(cos

y

i

y

e

e

w

x

iy

x

+

=

=

+



Данное равенство называется уравнением Эйлера. Вывод этого уравнения будет рассмотрен позднее. (См. ).


Для комплексных чисел будут справедливы следующие свойства:

1) 
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  где m – целое число.


Если в уравнении Эйлера показатель степени принять за чисто мнимое число (х=0), то получаем:
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Для комплексно – сопряженного числа получаем:
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Из этих двух уравнений получаем:
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Этими формулами пользуются для нахождения значений степеней тригонометрических функций через функции кратных углов.


Если представить комплексное число в тригонометрической форме:
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и воспользуемся формулой Эйлера: 
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Полученное равенство и есть показательная форма комплексного числа.

Разложение многочлена на множители.

Определение. Функция  вида f(x)
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 называется целой рациональной функцией от х.


Теорема Безу. (Этьенн Безу (1730 – 1783) – французский математик)


При делении многочлена f(x) на разность x – a получается остаток, равный f(a).

Доказательство. При делении многочлена f(x) на разность x – a частным будет многочлен f1(x) степени на единицу меньшей, чем f(x), а остатком – постоянное число R.
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Переходя к пределу при х ( a, получаем f(a) = R.

Следствие. Если, а – корень многочлена, т.е. f(a) = 0, то многочлен f(x) делится на (х – а) без остатка.

Определение. Если уравнение имеет вид Р(х) = 0, где Р(х) – многочлен степени n, то это уравнение называется алгебраическим уравнением степени n.


Теорема. (Основная теорема алгебры) Всякая целая рациональная функция f(x) имеет, по крайней мере, один корень, действительный или комплексный.


Теорема. Всякий многочлен n – ой степени разлагается на n линейных множителей вида (x – a) и множитель, равный коэффициенту при xn.

Теорема. Если два многочлена тождественно равны друг другу, то коэффициенты одного многочлена равны соответствующим коэффициентам другого.
Если среди корней многочлена встречаются кратные корни, то разложение на множители имеет вид:
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[image: image1175.wmf]n
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ki  - кратность соответствующего корня.


Отсюда следует, что любой многочлен n – ой степени имеет ровно n корней (действительных или комплексных).


Это свойство имеет большое значение для решения алгебраических уравнений, дифференциальных уравнений и играет важную роль в анализе функций.


Рассмотрим несколько примеров действий с комплексными числами.


Пример. Даны два комплексных числа 
[image: image1176.wmf]i
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. Требуется а) найти значение выражения 
[image: image1177.wmf]4
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в алгебраической форме, б) для числа 
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 найти тригонометрическую форму, найти z20, найти корни уравнения 
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a) Очевидно, справедливо следующее преобразование:
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Далее производим деление двух комплексных чисел:


[image: image1181.wmf].
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Получаем значение заданного выражения: 16(-i)4 = 16i4 =16.

б) Число 
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Тогда 
[image: image1185.wmf])
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Для нахождения 
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 воспльзуемся формулой Муавра.
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[image: image1188.wmf].
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Если 
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Элементы высшей алгебры.

Основные понятия теории множеств.


Определение. Множеством М называется объединение в единое целое определенных различимых объектов а, которые называются элементами множества.
а (  М


Множество можно описать, указав какое – нибудь свойство, присущее всем элементам этого множества.


Множество, не содержащее элементов, называется пустым и обзначается (.


Определение. Если все элементы множества А являются также элементами множества В, то говорят, что множество А включается (содержится) в множестве В. 







         






          А







      В

А ( В


Определение. Если А ( В, то множество А называется подмножеством множества В, а если при этом А ( В, то множество А называется собственным подмножеством множества В и обозначается А ( В.


Для трех множеств А, В, С справедливы следующие соотношения.
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[image: image1194.wmf];
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Связь между включением и равенством множеств устанавливается следующим соотношением:
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Здесь знак ( обозначает конъюнкцию (логическое “и”).

Операции над множествами.


Определение. Объединением множеств А и В называется множество С, элементы которого принадлежат  хотя бы одномк из множеств А и В.


Обозначается С = А ( В. 







       А








     В


Геометрическое изображение множеств в виде области на плоскости называется диаграммой Эйлера – Венна.


Определение. Пересечением множеств А и В называется множество С, элементы которого принадлежат каждому из множеств А и В.


Обозначение С = А ( В.






  А          С             В


Для множеств А, В и С справедливы следующие свойства:

А ( А = А ( А = А;             A ( B = B ( A;           A ( B = B ( A;

(A  ( B) ( C = A ( (B ( C);              (A ( B) ( C = A ( (B ( C);

A ( (B ( C) = (A ( B) ( (A ( C);             A ( (B ( C) = (A ( B) ( (A ( C);

A ( (A ( B) = A;       A ( (A ( B) = A;
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Определение. Разностью множеств А и В называется множество, состоящее из элементов множества А, не принадлежащих множеству В.


Обозначается С = А \ В. 







    А                 В

Определение. Симметрической разностью множеств А и В называется множество С, элементы которого принадлежат в точности одному из множеств А или В.


Обозначается А ( В.  

А ( В = (A \ B) ( (B \ A)







A

B
Определение. СЕ называется дополнением множества А относительно множества Е, если А ( Е и CЕ = Е \ A.








   A

E

Для множеств А, В и С справедливы следующие соотношения:

A \ B ( A;              A \ A = (;              A \ (A \ B) = A ( B;

A ( B = B ( A;                A ( B = (A ( B) \ (A ( B);

A \ (B ( C) = (A \ B) ( (A \ C);          A \ (B ( C) = (A \ B) ( (A \ C);

(A ( B) \ C = (A \ C) ( (B \ C);         (A ( B) \ C = (A \ C) ( (B \ C);

A \ (B \ C) = (A \ B) ( (A ( C);             (A \ B) \ C = A \ (B ( C);

(A ( B) ( C = A ( (B ( C);               A ( (B ( C) = (A ( B) ( (A ( C);

A ( CEA = E;          A ( CEA = (;          CEE = (;         CE( = E;       CECEA = A; 

CE(A ( B) = CEA ( CEB;                  CE(A ( B) = CEA ( CEB;


Пример. Исходя из определения равенства множеств и операций над множествами, доказать тождество и проверить его с помощью диаграммы Эйлера - Вейна.
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Из записанных выше соотношений видно, что
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Что и требовалось доказать.

Для иллюстрации полученного результата построим диаграммы Эйлера – Вейна




А                  В                              А                 В








     A(B

Пример. Исходя из определения равенства множеств и операций над множествами, доказать тождество. 

A \ (B ( C) = (A \ B) ( (A \ C)


Если некоторый элемент х ( А \ (В ( С), то это означает, что этот элемент принадлежит множеству А, но не принадлежит множествам В и С.


Множество А \ В представляет собой множество элементов множества А, не принадлежащих множеству В.


Множество А \ С предсталяет собой множество элементов множества А, не принадлежащих множеству С.


Множество (A \ B) ( (A \ C) представляет собой множество элементов, которые принадлежат множеству А, но не принадлежат ни множеству В, ни множеству С.


Таким образом, тождество можно считать доказанным.
Отношения и функции.


Определение. Упорядоченной парой (a, b) двух элементов a и b называется множество {{a},{a, b}}. 


Для любых элементов a, b, c, d справедливо соотношение:
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Определение. Декартовым произведением множеств А и В называется множество всех упорядоченных пар (a, b), где а(А, b(B.
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Декартово произведение п равных множеств А будет называться п – й декартовой степенью множества А и обозначаться Аn.


Определение. n – мерным отношением  R на непустом множестве А называется подмножество Аn. Если R – n – мерное отношение на множестве А и (а1,а2,…аn)(R, то говорят, что отношение R выполняется для элементов а1,а2,…аn и записывают R а1а2…аn. Если n = 2, то такое отношение называется бинарным.


Для бинарного отношения вместо общей записи Ra1a2 применяют запись а1Ra2.
Свойства бинарных отношений.


Определение. Произведением двух бинарных отношений R и S, заданных на множестве А, называется множество
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Знак ( называется штрих Шеффера и обозначает антиконъюнкцию.

Определение. Обратным (инверсным) отношением к отношению R, заданному на множестве А, называется отношение R-1, определяемое равенством:
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Если R, S и T – бинарные отношения на множестве А, то выполняются следующие равентсва:
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[image: image1205.wmf];
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Алгебраические структуры.


Определение. На множестве А определена алгебраическая операция, если каждым двум элементам этого множества, взятым в определенном порядке, однозначным образом поставлен в соответствие некоторый третий элемент из этого же множества.


Примерами алгебраических операций могут служить такие операции как сложение и вычитание целых чисел, сложение и вычитание векторов, матриц, умножение квадратных матриц, векторное умножение векторов и др.


Отметим, что скалярное произведение векторов не может считаться алгебраической операцией, т.к. результатом скалярного произведения будет число, и числа не относятся к множеству векторов, к которому относятся сомножители.


Определение. Множество А с определенной на нем алгебраической операцией (например, умножением) называется группой, если выполнены следующие условия:


1) для любых трех элементов a, b, c ( A выполняется свойство ассоциативности:
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2) в множестве А существует такой элемент е, что для любого элемента а из этого множества выполняется равенcтво:
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3) для любого элемента а множества существует элемент а’  из этого же множества такой, что
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Различные множества могут являться группой относительно какой- либо операции и не являться группой относительно другой операции.


Число элементов называется порядком группы.


Определение.  Между элементами множеств M и N установлено взаимно однозначное соответствие, если каждому элементу множества М поставлен в соответствие определенный элемент множества N, причем различным элементам одного множества соответсвуют различные элементы другого множества.


Определение. Две группы M и N называются изоморфными, если между их элементами можно установить взаимно однозначное соответсвие, при котором для любых двух элементов a, b( M  и соответствующим им элементам a’, b’( N  элементу 

с = ab будет соответствует элемент c’ = a’b’.

При этом отображение группы М на группу N называется гомоморфизмом.


Определение. Если операция, определенная в группе коммутативна, (т.е. для любых элементов a и b группы верно соотношение ab=ba), то такая группа называется коммутативной или абелевой группой.


Определение. Множество R с двумя определенными в нем алгебраическими операциями, сложением и умножением, называется кольцом, если относительно операции сложения оно является абелевой группой, а операция умножения дистрибутивна, т.е. для любых элементов a, b и с ( R справедливы равенства:
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Если операция умножения, определенная в кольце коммутативна, то такое кольцо называется коммутативным кольцом.


Определение. Полем называется коммутативное кольцо, в котором для любого ненулевого элемента a( 0 и любого элемента b существует единственный элемент х такой, что ax = b. 

Дискретная математика.

Элементы комбинаторики.


Если из некоторого количества элементов, различных меду собой, составлять различные комбинации, то среди них можно выделить три типа комбинаций, носящих общее название – соединения.


Рассмотрим подробнее эти три типа соединений:


1) Перестановки. 

Определение. Если в некотором множестве 
[image: image1211.wmf]m

a

a

a

,...,

,

2

1

 переставлять местами элементы, оставляя неизменным их количество, то каждая полученная таким образом комбинация называется перестановкой.


Общее число перестановок из m элементов обозначается Pm и вычисляется по формуле:
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m

P

m

=



2) Размещения.


Определение. Если составлять из т различных элементов группы по n элементов в каждой, располагая взятые элементы в различном порядке. Получившиеся при этом комбинации называются размещениями из т элементов по п.


Общее число таких размещений расчитывается по формуле:
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Вообще говоря, перестановки являются частным случаем размещений.


3) Сочетания.


Определение.  Если из т элементов составлять группы по п элементов в каждой, не обращая внимания на порядок элементов в группе, то получившиеся при этом комбинации называются сочетаниями из т элементов по п.


Общее число сочетаний находится по формуле:
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Также одним из вариантов комбинаций являются перестановки с повторяющимися элементами.


Если среди т элементов имеется т1 одинаковых элементов одного типа, т2 одинаковых элементов другого типа и т.д., то при перестановке этих элементов всевозможными способами получаем комбинации, количество которых определяется по формуле:
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Пример. Номер автомобиля состоит из трех букв и трех цифр. Сколько различных номеров можно составить, используя 10 цифр и алфавит в 30 букв.


Очевидно, что количество всех возможных комбинаций из 10 цифр по 4 равно 10.000. 


Число всех возможных комбинаций из 30 букв по две равно 
[image: image1216.wmf]870
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Если учесть возможность того, что буквы могут повторяться, то число повторяющихся комбинаций равно 30 (одна возможность повтора для каждой буквы). Итого, полное количество комбинаций по две буквы равно 900.


Если к номеру добавляется еще одна буква из алфавита в 30 букв, то количество комбинаций увеличивается в 30 раз, т.е. достигает 27.000 комбинаций.


Окончательно, т.к. каждой буквенной комбинации можно поставить в соответствие числовую комбинацию, то полное количество автомобильных номеров равно 270.000.000.

Бином Ньютона. (полиномиальная формула)


В дальнейшем будет получена формула бинома Ньютона с помощью приемов дифференциального исчисления.


Бином Ньютона – это формула, выражающая выражение (a + b)n  в виде многочлена. Эта формула имеет вид:
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[image: image1218.wmf]k

n

C

 - число сочетаний из п элементов по k.
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Широко известные формулы сокращенного умножения квадрата суммы и разности, куба суммы и разности, являются частными случаями бинома Ньютона.


Когда степень бинома невысока, коэффициенты многочлена могут быть найдены не расчетом по формуле количества сочетаний, а с помощью так называемого треугольника Паскаля. (Блез Паскаль (1623 – 1662) – французский математик).


Этот треугольник имеет вид:

1

1 2 1

1 3 3 1

1 4 6 4 1

1 5 10 10 5 1

1 6 15 20 15 6 1

1 7 21 35 35 21 7 1 

1 8 28 56 70 56 28 8 1

…………………


Формула бинома Ньютона может быть обобщена для произвольного числа слагаемых.
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Напомним, что при вычислениях 0! принимается равным 1.


Пример. В разложении 
[image: image1222.wmf](
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По фомуле бинома Ньютона имеем: 
[image: image1223.wmf](
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C учетом числовых значений:


[image: image1224.wmf](
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В принципе, можно написать разложение этого выражения в многочлен, определить коэффициеты либо непосредственно, либо из треугольника Паскаля (степень бинома сравнительно невелика), однако, делать это не обязательно, т.к. необходимо найти только член разложения, содержащий х9.


Найдем число i, соответствующее этому члену: 
[image: image1225.wmf].
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Находим: 
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Пример. В разложении 
[image: image1227.wmf]m
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По обобщенной формуле бинома Ньютона получаем:
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Для нахождения полного разложения необходимо определить все возможные значения ni, однако, это связано с громадными вычислениями. Однако, т.к. надо найти только члены, содержащие х6, то n1 = 6, а сумма всех четырех значений п равна 9. Значит, сумма п2 + п3 + п4 = 3.


Рассмотрим возможные значения этих величин:

	n2
	0
	0
	3
	1
	1
	0
	2
	0
	2
	1

	n3
	0
	3
	0
	2
	0
	1
	1
	2
	0
	1

	n4
	3
	0
	0
	0
	2
	2
	0
	1
	1
	1



Искомые члены разложения:
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[image: image1230.wmf];
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Элементы математической логики.


Математическая логика – разновидность формаьной логики, т.е. науки, которая изучает умозаключения с точки зрения их формального строения.


Определение. Высказыванием называется предложение, к которому возможно применить понятия истинно или ложно.


В математической логике не рассматривается сам смысл высказываний, определяется только его истинность или ложность, что принято обозначать соответственно И или Л. 


Понятно, что истинные и ложные высказывания образуют соответствующие множества. С помощью простых высказываний можно составлять более сложные, соединяя простые высказывания союзами “и”, “или”.


Таким образом, операции с высказываниями можно описывать с помощью некоторого математического аппарата.


Вводятся следующие логические операции (связки) над высказываниями

1) Отрицание. Отрицанием высказывания Р называется высказывание, которое истинно только тогда, когда высказывание Р ложно.

Обозначается 
[image: image1231.wmf]Ø

Р или 
[image: image1232.wmf]P

. 

Соответствие между высказываниями определяется таблицами истинности. В нашем случае эта таблица имеет вид:

	P
	
[image: image1233.wmf]Ø
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2) Конъюнкция. Конъюнкцией двух высказываний P и Q называется высказывание, истинное тогда и только тогда, когда истинны оба высказывания.


Обозначается P&Q или Р(Q.

	P
	Q
	P&Q

	И
	И
	И

	И
	Л
	Л

	Л
	И
	Л

	Л
	Л
	Л



3) Дизъюнкция. Дизъюнкцией двух высказываний P и Q называется высказывание, ложное тогда и только тогда, когда оба высказывания ложны.


Обозначается P(Q.

	P
	Q
	P(Q

	И
	И
	И

	И
	Л
	И

	Л
	И
	И

	Л
	Л
	Л



4) Импликация. Импликацией двух высказываний P и Q называется высказывание, истинное тогда и только тогда, когда высказывание Р истинно, а Q – ложно.


Обозначается P(Q (или Р(Q). Высказывание Р называется посылкой импликации, а высказывание Q – следствием.

	P
	Q
	P(Q

	И
	И
	И

	И
	Л
	Л

	Л
	И
	И

	Л
	Л
	И



5) Эквиваленция. Эквиваленцией двух высказываний P и Q называется высказывание, истинное тогда и только тогда, когда истинности высказываний совпадают.


Обозначается Р(Q или Р(Q.
	P
	Q
	P(Q

	И
	И
	И

	И
	Л
	Л

	Л
	И
	Л

	Л
	Л
	И



С помощью этих основных таблиц истинности можно составлять таблицы истинности сложных формул.


Пример. С помощью таблиц истинности проверить, являются ли эквивалентными формулы ( и (.
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Составим таблицы истинности для каждой формулы:

	p
	r
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Данные формулы не являются эквивалентными.

Пример. С помощью таблиц истинности проверить, являются ли эквивалентными формулы ( и (.
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Составим таблицы истинности для заданных формул.

	p
	q
	r
	p(q
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Из составленных таблиц видно, что данные формулы не равносильны.

Основные равносильности.


Для любых формул А, В и С справедливы следующие равносильности:

A & B ( B & A;     A & A ( A;        A & (B & C) ( (A & B) & C;

A ( B ( B ( A;      A ( A ( A;         A ( (B ( C) ( (A ( B) ( C;

A ( (B & C) ( (A ( B) & (A ( C);      A & (B ( C) ( (A & B) ( (A & C);

A & (A ( B) ( A;  A ( (A & B) ( A;  ((A ( A; ((A & B) ( (A ( (B;

A ( (A & B) ( (A & (B);     A ( (A ( B) & (A ( (B);

Булевы функции.


Определение. Булевой функцией  f(X1, X2, …, Xn) называется называется произвольная n – местная функция, аргументы и значения которой принадлежат множеству {0, 1}.


Вообще говоря между логическими высказываниями, логическими связками и булевыми функциями просматривается явная аналогия. Если логические функции могут принимать значения истинно или ложно, то для булевой функции аналогами этих значений будут значения 0 или 1.


Для булевых функций также можно составить таблицы значений, соответствующим основным логическим операциям.

	X1
	X2
	(X1
	X1&X2
	X1(X2
	X1(X2
	X1(X2

	1
	1
	0
	1
	1
	1
	1

	1
	0
	0
	0
	1
	0
	0

	0
	1
	1
	0
	1
	1
	0

	0
	0
	1
	0
	0
	1
	1


Исчисление предикатов.


Определение. Предикатом  P(x1, x2, …, xn) называется функция, переменные которой принимают значения из некоторого множества М, а сама функция принимает два значения: И (истина) и Л (ложь), т.е.
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Предикат от п аргументов называется п – местным предикатом. Высказывания считаются нуль – местными предикатами.


Над предикатами можно производить обычные логические операции, в результате которых получаются новые предикаты.


Кроме обычных логических операций к предикатам применяются также специальные операции, называемые кванторами.


Кванторы бывают двух видов:


1) Квантор общности. Обозначается ((х)Р(х). Квантором общности называется высказывание истинное, когда Р(х) истинно для каждого элемента х из множества М, и ложное – в противном случае.


2) Квантор существования. Обозначается ((х)Р(х). Квантором существования называется высказывание, истинное, когда существует элемент из множества М, для которого Р(х)  истинно, и ложное в противном случае. 


Операцию связывания квантором можно применять и к предикатам от большего числа переменных.


Для формул логики предикатов сохраняется справедливость всех правил равносильных преобразований логики высказываний.  Кроме того, справедливы следующие свойства:


1) Перенос квантора через отрицание.

(((x)A(x) ( ((x)(A(x);      (((x)A(x) ( ((x)(A(x);

2) Вынесение квантора за скобки.

((х)(А(х) & B) ( ((x)A(x) & B;                ((x)(A(x) & B) ( ((x)A(x) & B;

((х)(А(х) ( B) ( ((x)A(x) ( B;                ((x)(A(x) ( B) ( ((x)A(x) ( B;


3) Перестановка одноименных кванторов.

((y)((x)A(x,y) ( ((x)((y)A(x,y);     ((y)((x)A(x,y) ( ((x)((y)A(x,y);


4) Переименование связанных переменных. Если заменить связанную переменную формулы А другой переменной, не входящей в эту формулу, в кванторе и всюду в области действия квантора получаем формулу, равносильную А.


Исчисление предикатов базируется на приведенных выше свойствах и правилах, называемых аксиомами.


Какими бы ни были формулы А и В для них справедливы следующие аксиомы:


1) A ( (B ( A);


2) (A ( (B ( C)) ( ((A ( B) ( (A ( C));


3) ((B ( (A) ( (((B ( A) ( B);


4) ((xi)A(xi) ( A(xj), где формула А(хi) не содержит переменной xi.


5) A(xi) ( ((xj)A(xj), где формула А(хi) не содержит переменной xi.

Конечные графы и сети.

Основные определения.


Определение. Если на плоскости задать конечное множество V точек и конечный набор линий Х, соединяющих некоторые пары из точек V, то полученная совокупность точек и линий будет называться графом.


При этом элементы множества V называются вершинами графа, а элементы множества Х – ребрами.


В множестве V могут встречаться одинаковые элементы, ребра, соединяющие одинаковые элементы называются петлями. Одинаковые пары в множестве Х называются кратными (или параллельными) ребрами. Количество одинаковых пар 
(v, w) в Х называется кратностью ребра (v, w).

Множество V и набор Х определяют граф с кратными ребрами – псевдограф.

G = (V, X)

Псевдограф без петель называется мультиграфом.


Если в наборе Х ни одна пара не встречается более одного раза, то мультиграф называется графом.


Если пары в наборе Х являются упорядочными, то граф называется ориентированным или орграфом.


Графу соответствует геометрическая конфигурация. Вершины обозначаются точками (кружочками), а ребра – линиями, соединяющими соответствующие вершины.


Определение. Если х = {v, w} – ребро графа, то вершины v, w называются концами ребра х.


Если х = (v, w) – дуга орграфа, то вершина v – начало, а вершина w – конец дуги х.


Определение. Вершины v, w  графа G = (V, X) называются смежными, если {v,w}(X. Два ребра называются смежными, если они имеют общюю вершину.


Определение. Степенью вершины графа называется число ребер, которым эта вершина принадлежит. Вершина называется изолированной, если если ее степень равна единице и висячей, если ее степень равна нулю.


Определение. Графы G1(V1, X1) и G2(V2, X2) называются изоморфмными, если существует взаимно однозначное отображение (: V1 ( V2, сохраняющее смежность.


Определение. Маршрутом (путем) для графа G(V, X) называется последовательность v1x1v2x2v3…xkvk+1. Маршрут называется замкнутым, если его начальная и конечная точки совпадают. Число ребер (дуг) маршрута (пути) графа называется длиной маршрута (пути).


Определение. Незамкнутый маршрут (путь) называется цепью. Цепь, в которой все вершины попарно различны, называется простой цепью.


Определение. Замкнутый маршрут (путь) называется циклом (контуром). Цикл, в котором все вершины попарно различны, называется простым циклом.

Матрицы графов.


Пусть D = (V, X) – орграф, где V = {v1, …, vn}, X = {x1, … , xm}.


Определение. Матрицей смежности орграфа D называется квадратичная матрица A(D) = [aij] порядка п, у которой
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Определение. Если вершина v является крнцом ребра х, то говорят, что v и х – инциндентны.


Определение. Матрицей инциндентности оргафа D называется матрица размерности п(т B(D) = [bij], у которой
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Пример. Записать матрицы смежности и инцидентности для графа, изображенного на рисунке.







       x1







v1
        x4

v2









x2






       x3







        v3


Составим матрицу смежности:

	
	v1
	v2
	v3

	v1
	0
	1
	0

	v2
	1
	0
	1

	v3
	1
	0
	0



Т.е. 
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 - матрица смежности.


Матрица инциндентности:

	
	x1
	x2
	x3
	x4

	v1
	-1
	0
	1
	1

	v2
	1
	-1
	0
	-1

	v3
	0
	1
	-1
	0



Т.е. 
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Если граф имеет кратные дуги (ребра), то в матрице смежности принимается aij=k, где k – кратность дуги (ребра).


С помощью матриц смежности и инциндентности всегда можно полностью определеить граф и все его компоненты. Такой метод задания графов очень удобен для обработки данных на ЭВМ.

Пример. Задана симметрическая матрица Q неотрицательных чисел. Нарисовать на плоскости граф  G(V, X), имеющий заданную матицу Q своей матрицей смежности. Найти матрицу инциндентности R графа G. Нарисованть также орграф 
[image: image1247.wmf])
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, имеющий матрицу смежности Q, определить его матрицу инциндентности С.
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x4







x3






                     v2





                x2


  x5
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        x1        v1




v3        x7  x8
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v4


Составим матрицу инциндентности:

	
	x1
	x2
	x3
	x4
	x5
	x6
	x7
	x8
	x9
	x10
	x11

	v1
	1
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	1

	v2
	0
	1
	1
	1
	1
	1
	0
	0
	0
	1
	0

	v3
	0
	0
	0
	0
	1
	1
	1
	1
	1
	0
	0

	v4
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	1
	1



Итого: 
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Построим теперь ориентированный граф с заданной матрицей смежности.

x4







x5







                     v2





                x2


  x7

                    



         х3
       x6

        x1        v1



х8
v3        x10     x11








     х9






   х17
  х15
 x14






x16                             х13  x12








v4


Составим матрицу инциндентности для ориетированного графа.

Элемент матрицы равен 1, если точка является концом дуги, -1 – если началом дуги, если дуга является петлей, элемент матрицы запишем как (1.
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Таким образом, операции с графами можно свести к операциям с их матрицами.

Достижимость и связность.


Определение. Вершина w графа D (или орграфа) называется достижимой из вершины v, если либо w=v, либо существует путь из v в w(маршрут, соединяющий v и w).

Определение. Граф (орграф) называется связным, если для любых двух его вершин существует маршрут (путь), который их связывает. Орграф называется односторонне связным, если если для любых двух его вершин по крайней мере одна достижима из другой. 


Определение. Псевдографом D(V, X), ассоциированным с ориентированным псевдографом, называется псевдограф G(V, X0)  в котором Х0 получается из Х заменой всех упорядоченных пар (v, w) на неупорядоченные пары (v, w).


Определение. Орграф называется слабо связным, если связным является ассоциированный с ним псевдограф.

Эйлеровы и гамильтоновы графы.


Определение. Цепь (цикл) в псевдографе G называется эйлеровым, если она проходит по одному разу через каждое ребро псевдографа G.

Теорема. Для того, чтобы связный псевдограф G обладал эйлеровым циклом, необходимо и достаточно, чтобы степени его вершин были четными.


Теорема. Для того, чтобы связный псевдограф G обладал эйлеровой цепью, необходимо и достаточно, чтобы он имел ровно две вершины нечетной степени.


Определение. Цикл (цепь) в псевдографе G называется гамильтоновым, если он проходит через каждую вершину псевдографа G ровно один раз.

Пример.






- в графе есть и эйлеровый и гамильтонов циклы








- в графе есть эйлеров цикл, но нет гамильтонова






- в графе есть гамильтонов, но нет эйлерова цикла






- в графе нет ни эйлерова, ни гамильтонова цикла


Граф G называется полным, если если каждая его вершина смежна со всеми остальными вершинами. В полном графе всегда существуют гамильтоновы цмклы.


Также необходимым условием существования гамильтонова цикла явояется связность графа.

Деревья и циклы.


Определение. Граф G называется деревом, если он является связным и не имеет циклов. Граф G, все компоненты связности которого являются деревьями, называется лесом.


У графа, который является деревом, число ребер на единицу меньше числа вершин. Дерево не содержит циклов, любые две его вершины можно соеденить единственной простой цепью.



Если у дерева G есть, по крайней мере, одно ребро, то у него обязательно найдется висячая вершина, т.к. в противном случае в графе будет цикл.


Для графов, которые сами по себе не являются деревьями, вводится понятие остовного дерева.


Определение. Остовным деревом связного графа G называется любой его подграф, содержащий все вершины графа G и являющийся деревом.


Пусть G – связный граф. Тогда остовное дерево графа G (если оно существует) должно содержать n(G)-1 ребер. 


Таким образом, любое остовное дерево графа G есть результат удаления из графа G ровно m(G) - (n(G) - 1) = m(G) – n(G) + 1 ребер.


Число v(G) = m(G) – n(G) + 1 называется цикломатическим числом связного графа G.

Одной из самых распространенных задач является задача построения остовного дерева минимальной длины графа. Для решения этой задачи применяется следующий алгоритм.


1) Выберем в графе G ребро минимальной длины. Вместе с инциндентными ему вершинами оно образует подграф G2.


2) Строим граф G3, добавляя к графу G2 новое ребро минимальной длины, выбранное среди ребер графа G, каждое из которых инциндентно какой либо вершине графа G2, и одновременно инциндентно какой – либо вершине графа G, не содержащейся в графе G2.


3) Строим графы G4, G5, …, Gn, повторяя действия пункта 2 до тех пор, пока не переберем все вершины графа G.

Пример. Определить минимальное остовное дерево нагруженного графа.


Граф называется нагруженным, если на множестве его дуг задана некоторая функция, которая называется весовой функцией, и определяет длину дуги.


В нашем примере – весовая функция определяет длины дуг числами 1, 2, 3, 4, 5.
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На четвертом шаге алгоритма получили дерево G5, которое соединяет все вершины исходного графа. Таким образом, дерево G5 , будет минимальным остовным деревом графа G.
Элементы топологии.


Топология изучает понятия непрерывности и близости с абстрактной точки зрения.


Определение. Окрестностью точки р называется произвольное множество U, содержащее открытый шар (не включая границу) с центром в точке р.

 
Окрестностью на плоскости, очевидно, является открытый круг с центром в точке р.

Из определения окрестности вытекают следующие очевидные свойства:


1) Точка р принадлежит любой своей окрестности.


2) Если U – окрестность точки р, а V ( U, то V – тоже окрестность точки р.


3) Если U и V – окрестности точки р, то их пересечение U ( V тоже будет окрестностью точки р.


4) Если U – окрестность точки р, то можно найти такую окрестность V точки р, что W = V ( U является окрестностью является окрестностью каждой из своих точек.


Определение. Топологическим пространством незывается множество Е, каждая точка которого р имеет набор подмножеств множества Е, называемых окрестностями точки р и удовлетворяющих приведенным выше свойствам.


Частным случаем топологического пространства является метрическое пространство.


Определение. Пусть Е – топологическое пространство, а F – его подмножество. Пусть р – точка множества F. Назовем подмножество U множества F окрестностью точки р в F, если U=F(V, где V – окрестность точки р в E. 

При этом множество F называется подпространством  пространства Е.

Метрическое пространство.


Определение. Метрикой на множестве Е называется функция f(x, y), определенная на декартовом произведении Е(Е, значениями которой являются неотрицательные действительные числа, удовлетворяющая при любых значениях х, у, z из множества Е следующим условиям:


1) f(x, y) = f(y, x)


2) f(x, y) + f(y, x) ( f(x, y)


3) f(x, y) = 0 тогда и только тогда, когда х = у.

Определение. Метрическим пространством называется множество Е с заданной на нем метрикой f.

Определение. Число ((x, y), где х (Е и у ( Е – заданные точки, называется расстоянием между этими точками.


Определение. Пусть r – положительное число. Множество {y: ((x, y) < r} называется открытым шаром радиуса r с центром в точке х; множество {y: ((x, y) ( r} –  замкнутым шаром радиуса r с центром в точке х.


Например, для трехмерного евклидова пространства R3 метрика определяется как 
[image: image1251.wmf]2
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, где х(х1, х2, x3) ( R3 и y(y1, y2, y3) ( R3.

Открытые и замкнутые множества.


Определение. Пусть Е – топологическое пространство, а U – его подмножество. Множество U называется открытым, если оно является окрестностью для любой точки ((U.

Определение. Пусть Е – топологическое пространство, а F – его подмножество. Множество F называется замкнутым, если множество E \ F – открыто.


Отметим следующие свойства:


1) Объединение любой совокупности открытых множеств открыто.


2) Пересечение конечного числа открытых множеств открыто.


3) Пересечение любой совокупности замкнутых множеств замкнуто.


4) Объединение конечного числа замкнутых множеств замкнуто.


Определение. Если А – любое множество в топологическом пространстве Е, то объединение всех открытых множеств, содержащихся в А, открыто. Это объединение называется внутренностью множества А. Обозначается IntA. Это объединение будет наибольши открытым множеством, содержащимся в А.


Определение. Множество 
[image: image1252.wmf]А

 называется замыканием множества А. Множество FrA = 
[image: image1253.wmf]Ç

А

CA называется границей множества А.

Непрерывные отображения.


Пусть Е и F – топологические пространства, и пусть f – отображение пространства Е в F. 

f: E ( F.


Непрерывность отображения состоит в том, что точки, близкие друг к другу в множестве Е, отодражаются в точки, близкие друг к другу в множестве F.

Определение. Отображение f: E ( F называется непрерывным в точке р, если для любой окрестности V точки f(p) в множестве F существует такая окрестность U точки в множестве Е, что f(U) ( V. Отображение f называется непрерывным, если оно непрерывно в каждой точке пространства Е.


Особое значение имеют те непрерывности отображения, для которых существует непрерывное обратное отображение.


Определение. Если f – взаимно одноначное отображение пространства Е в F, то существует обратное отображение g пространства F в E. Если и f и g непрерывны, то отбражение f называется гомеоморфизмом, а пространства Е и F – гомеоморфные.


Гомеоморфизм между множествами устанавливает взаимно однозначное соответствие между окрестностями, закрытыми и открытыми подмножествами этих множеств.

Топологические произведения.


Пусть E и F – топологические пространства. Множество E(F определяется как множество пар (p,q), где p(E, a q(F. Оно превращается в топологическое пространство следующим образом: если (p,q) ( E(F, то окрестность точки (p,q) – это любое множество, содержащее множество вида U(V, где  U – окрестность точки p в E, a V– окрестность q в F.


Определение. Множество  E(F, превращенное в топологическое пространство только что описанным способом, называется топологическим произведением пространств E и F.


Например, в трехмерном евклидове пространстве тор является топологическим произведением окружности на себя.

Связность.


Определение. Пространство E называется связным, если его нельзя представить в виде объединения двух непустых непересекающихся множеств, открытых в E. Множество в топологическом пространстве называется связным, если оно связно как подпространство.


Если Е и F – связные пространства, то произведение  Е ( F также связно.

Компактность.


Понятие компактности обобщает свойство быть замкнутым и ограниченным множеством в евклидовом пространстве. 

Определение. Топологическое пространство называется хаусдорфовым, если оно обладает следующим свойством: каковы бы ни были две различные точки  p и q, существует такая окрестность  U точки  p  и такая окрестность  V точки  q, что   U(V=(.


Любое евклидово пространство является хаусдорфовым.  

 
Любое подпространство евклидова пространства хаусдорфово. На самом деле любое подпространство любого хаусдорфова пространства хаусдорфово.

 
Прежде чем определять компактность, приведем несколько предварительных определений.


Определение. Покрытие топологического пространства E – набор множеств из E, объединение которых дает все пространство E. Оно называется открытым покрытием, если каждое множество в наборе открыто.


Определение. Пусть дано покрытие топологического пространства. Подпокрытием называется покрытие, все множества которого принадлежат данному покрытию.


Определение. Компактным пространством называется хаусдорфово пространство, обладающее тем свойством, что каждое его открытое покрытие содержит конечное подпокрытие, т.е. покрытие, состоящее из конечного числа множеств. Множество в топологическом пространстве называется компактным, если оно является компактным подпространством.


Компактное подмножество евклидова пространства должно быть замкнутым и ограниченным. Если перемножаемые компактные пространства  A и B лежат в евклидовых пространствах размерностей  

 и  

, то их произведение есть подпространство в  

-мерном пространстве. Так как пространства A и B компактны, они замкнуты и ограничены. Поэтому их произведение является замкнутым и ограниченным подмножеством евклидова пространства. Следовательно, A(B компактно.
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_1012833276.unknown

_1013358898.unknown

_1032858339.unknown

_1032872716.unknown

_1034581425.unknown

_1035407183.unknown

_1035879235.unknown

_1036914957.unknown

_1058885421/�����.mws
{VERSION 2 3 "IBM INTEL NT" "2.3" }

{USTYLETAB {CSTYLE "Maple Input" -1 0 "Courier" 0 1 255 0 0 1 0 1 0 0 

1 0 0 0 0 }{CSTYLE "2D Math" -1 2 "Times" 0 1 0 0 0 0 0 0 2 0 0 0 0 0 

0 }{CSTYLE "2D Output" 2 20 "" 0 1 0 0 255 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 }

{PSTYLE "Normal" -1 0 1 {CSTYLE "" -1 -1 "Times" 1 12 0 0 0 1 2 2 2 2 

2 2 1 1 1 }1 1 0 0 0 0 1 0 1 0 2 2 0 1 }{PSTYLE "Text Output" -1 2 1 

{CSTYLE "" -1 -1 "Courier" 1 10 0 0 255 1 0 0 0 0 0 1 3 0 3 }1 0 0 -1 

-1 -1 0 0 0 0 0 0 -1 0 }{PSTYLE "Warning" 2 7 1 {CSTYLE "" -1 -1 "" 0 

1 0 0 255 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 }0 0 0 -1 -1 -1 0 0 0 0 0 0 -1 0 }

{PSTYLE "Maple Output" -1 11 1 {CSTYLE "" -1 -1 "Times" 1 12 0 0 0 1 

2 2 2 2 2 2 1 1 1 }3 3 0 0 0 0 1 0 1 0 2 2 0 1 }}

{SECT 0 {EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 47 "print(`\320\340\347

\353\356\346\345\355\350\345 \342\345\352\362\356\360\340 \357\356 \+

\341\340\347\350\361\363`);restart:\n" }{TEXT -1 31 "\302\342\345\344

\350\362\345 \352\356\356\360\344\350\355\340\362\373  \342\345\352

\362\356\360\356\342: \n" }{MPLTEXT 1 0 415 "a:=[2, -4, 1]:b1:=[9, 1, \+

3]:c:=[4, 7, 8]:d:=[1, -13, -13]:\nprint(`\320\340\347\353\356\346\345

\355\350\345 \342\345\352\362\356\360\340 d`=d);print(`\357\356 \342

\345\352\362\356\360\340\354: a`=a,`b`=b1,`\361`=c);print(`\350\354

\345\345\362 \342\350\344:`);with(linalg):m1:=matrix([a, b1, c]):m2:=t

ranspose(matrix([d, b1, c])):m3:=transpose(matrix([a, d, c])):m4:=tran

spose(matrix([a, b1, d])):x1:=det(m2)/det(m1):x2:=det(m3)/det(m1):x3:=

det(m4)/det(m1):a:='a':b:='b':c:='c':d:='d':d:=a*x1+b*x2+c*x3;print(`L

AA 2001 \343\356\344`);" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%=|[x|[y|by

|fy|iy|ay|`y|hy|cy|`y~|]y|`y|ey|]z|iy|[z|[y~|jy|iy~|\\y|[y|by|cy|\\z|^

zG" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#/%5|[x|[y|by|fy|iy|ay|`y|hy|cy|`

y~|]y|`y|ey|]z|iy|[z|[y~dG7%\"\"\"!#8F'" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 

20 "6%/%/|jy|iy~|]y|`y|ey|]z|iy|[z|[y|gy:~aG7%\"\"#!\"%\"\"\"/%\"bG7%

\"\"*F(\"\"$/%\"|\\zG7%\"\"%\"\"(\"\")" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 

20 "6#%+|cy|gy|`y|`y|]z~|]y|cy|_y:G" }}{PARA 7 "" 1 "" {TEXT -1 32 "Wa

rning, new definition for norm" }}{PARA 7 "" 1 "" {TEXT -1 33 "Warning

, new definition for trace" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%\"dG,&

%\"bG\"\"\"%\"cG!\"#" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%-LAA~2001~|^y

|iy|_yG" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 0 "" }}}}{MARK "1 0 \+

0" 0 }{VIEWOPTS 1 1 0 1 1 1803 }




_1066901248.unknown

_1096193418.unknown

_1058888764/��������.mws
{VERSION 2 3 "IBM INTEL NT" "2.3" }

{USTYLETAB {CSTYLE "Maple Input" -1 0 "Courier" 0 1 255 0 0 1 0 1 0 0 

1 0 0 0 0 }{CSTYLE "2D Math" -1 2 "Times" 0 1 0 0 0 0 0 0 2 0 0 0 0 0 

0 }{CSTYLE "2D Output" 2 20 "" 0 1 0 0 255 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 }

{PSTYLE "Normal" -1 0 1 {CSTYLE "" -1 -1 "Times" 1 12 0 0 0 1 2 2 2 2 

2 2 1 1 1 }1 1 0 0 0 0 1 0 1 0 2 2 0 1 }{PSTYLE "Warning" -1 7 1 

{CSTYLE "" -1 -1 "Courier" 1 10 0 0 255 1 2 2 2 2 2 1 1 1 3 }1 1 0 0 

0 0 1 0 1 0 2 2 0 1 }{PSTYLE "Maple Output" -1 11 1 {CSTYLE "" -1 -1 "

Times" 1 12 0 0 0 1 2 2 2 2 2 2 1 1 1 }3 3 0 0 0 0 1 0 1 0 2 2 0 1 }}

{SECT 0 {EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 99 "restart:print(`\312

\356\356\360\344\350\355. \342\345\360\370\350\355 \357\350\360\340

\354\350\344\373:`);A1:=[0, 0, 0];A2:=[0, 2, 7];A3:=[0, 7, 2];A4:=[4, \+

2, 5];" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%:|ew|iy|iy|[z|_y|cy|hy.~|]y

|`y|[z|cz|cy|hy~|jy|cy|[z|[y|gy|cy|_y|fz:G" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#>%#A1G7%\"\"!F&F&" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%

#A2G7%\"\"!\"\"#\"\"(" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%#A3G7%\"\"!

\"\"(\"\"#" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%#A4G7%\"\"%\"\"#\"\"&

" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 172 "x:='x':print(`\302\345

\352\362\356\360 \3001\3002:`);for i from 1 by 1 to 3 do A1A2[i]:=A2[i

]-A1[i];od:A1A2:=[A1A2[1], A1A2[2], A1A2[3]]:A1A2;print(`\304\353\350

\355\340 \360\345\341\360\340 \3001\3002:`);a:=add(x^2,x=A1A2):sqrt(a)

;" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%-|]w|`y|ey|]z|iy|[z~|[w1|[w2:G" 

}}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#7%\"\"!\"\"#\"\"(" }}{PARA 11 "" 1 "

" {XPPMATH 20 "6#%2|_w|fy|cy|hy|[y~|[z|`y|\\y|[z|[y~|[w1|[w2:G" }}

{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#*$\"#`#\"\"\"\"\"#" }}}{EXCHG {PARA 0 

"> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 318 "print(`\323\343\356\353 \354\345\346\344

\363 \360\345\341\360\340\354\350 \3001\3002 \350 \3001\3004:`);print(

`\302\345\352\362\356\360 \3001\3004:`);for i from 1 by 1 to 3 do A1A4

[i]:=A4[i]-A1[i];od:A1A4:=[A1A4[1], A1A4[2], A1A4[3]]:A1A4;print(`\304

\353\350\355\340 \360\345\341\360\340 \3001\3004:`);b:=add(x^2,x=A1A4)

:sqrt(b);s:=sum('A1A2[i]*A1A4[i]','i'=1..3):phi:=arccos(evalf(s/(sqrt(

a*b)),4));ph:=phi*180/3.14:print(`\302 \343\360\340\344\363\361\340

\365:`=ph);" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%@|^x|^y|iy|fy~|gy|`y|a

y|_y|^z~|[z|`y|\\y|[z|[y|gy|cy~|[w1|[w2~|cy~|[w1|[w4:G" }}{PARA 11 "" 

1 "" {XPPMATH 20 "6#%-|]w|`y|ey|]z|iy|[z~|[w1|[w4:G" }}{PARA 11 "" 1 "

" {XPPMATH 20 "6#7%\"\"%\"\"#\"\"&" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#

%2|_w|fy|cy|hy|[y~|[z|`y|\\y|[z|[y~|[w1|[w4:G" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#,$*$\"\"&#\"\"\"\"\"#\"\"$" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#>%$phiG$\"+llkck!#5" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#

/%,|]w~|^y|[z|[y|_y|^z|\\z|[y|`z:G$\"+iBE,P!\")" }}}{EXCHG {PARA 0 "> \+

" 0 "" {MPLTEXT 1 0 660 "with(linalg):print(`\323\343\356\353 \354\345

\346\344\363 \360\345\341\360\356\354 \3001\3002 \350 \343\360\340\355

\374\376 \3001\3002\3003:`);print(`\302\345\352\362\356\360 \3001\3003

:`);for i from 1 by 1 to 3 do A1A3[i]:=A3[i]-A1[i];od:A1A3:=[A1A3[1], \+

A1A3[2], A1A3[3]]:A1A3;print(`\304\353\350\355\340 \360\345\341\360

\340 \3001\3003:`);c:=add(x^2,x=A1A3):sqrt(c);N1:=det(matrix([[A1A2[2]

, A1A2[3]], [A1A3[2], A1A3[3]]])):N2:=det(matrix([[A1A2[1], A1A2[3]], \+

[A1A3[1], A1A3[3]]])):N3:=det(matrix([[A1A2[1], A1A2[2]], [A1A3[1], A1

A3[2]]])):print(`\302\345\352\362\356\360 \355\356\360\354\340\353\350

:`);N:=[N1, -N2, N3];d:=add(x^2,x=N):print(`\304\353\350\355\340 \342

\345\352\362\356\360\340 \355\356\360\354\340\353\350:`);sqrt(d);s1:=s

um('A1A4[i]*N[i]','i'=1..3):alpha:=abs(arcsin(evalf(s1/(sqrt(b*d)),4))

);al:=alpha*180/3.14:print(`\302 \343\360\340\344\363\361\340\365:`=al

);print(`\317\353\356\371\340\344\374 \343\360\340\355\350 \3001\3002

\3003:`=sqrt(d)/2);" }}{PARA 7 "" 1 "" {TEXT -1 32 "Warning, new defin

ition for norm" }}{PARA 7 "" 1 "" {TEXT -1 33 "Warning, new definition

 for trace" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%G|^x|^y|iy|fy~|gy|`y|ay

|_y|^z~|[z|`y|\\y|[z|iy|gy~|[w1|[w2~|cy~|^y|[z|[y|hy|gz~|[w1|[w2|[w3:G

" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%-|]w|`y|ey|]z|iy|[z~|[w1|[w3:G" }

}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#7%\"\"!\"\"(\"\"#" }}{PARA 11 "" 1 "

" {XPPMATH 20 "6#%2|_w|fy|cy|hy|[y~|[z|`y|\\y|[z|[y~|[w1|[w3:G" }}

{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#*$\"#`#\"\"\"\"\"#" }}{PARA 11 "" 1 "

" {XPPMATH 20 "6#%0|]w|`y|ey|]z|iy|[z~|hy|iy|[z|gy|[y|fy|cy:G" }}

{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%\"NG7%!#X\"\"!F'" }}{PARA 11 "" 1 "

" {XPPMATH 20 "6#%7|_w|fy|cy|hy|[y~|]y|`y|ey|]z|iy|[z|[y~|hy|iy|[z|gy|

[y|fy|cy:G" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#\"#X" }}{PARA 11 "" 1 "

" {XPPMATH 20 "6#>%&alphaG$\"+i3%))Q'!#5" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 

20 "6#/%,|]w~|^y|[z|[y|_y|^z|\\z|[y|`z:G$\"+^GRiO!\")" }}{PARA 11 "" 

1 "" {XPPMATH 20 "6#/%6|jw|fy|iy|dz|[y|_y|gz~|^y|[z|[y|hy|cy~|[w1|[w2|

[w3:G#\"#X\"\"#" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 74 "print(`

\316\341\372\345\354 \357\350\360\340\354\350\344\373:`);V:=abs(N[1]*A

1A4[1]+N[2]*A1A4[2]+N[3]*A1A4[3])/6;" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "

6#%0|iw|\\y|ez|`y|gy~|jy|cy|[z|[y|gy|cy|_y|fz:G" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#>%\"VG\"#I" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 

467 "print(`\323\360\340\342\355\345\355\350\345 \357\360-\354\356\351

 \3001\3002( \342 \357\340\360\340\354\345\362\360\350\367\345\361\352

\356\351 \364\356\360\354\345):`);print(x=t*(A2[1]-A1[1])+A1[1]); prin

t(y=A1[2]+t*(A2[2]-A1[2])); print(z=A1[3]+t*(A2[3]-A1[3]));print(`\323

\360\340\342\355\345\355\350\345 \357\353\356\361\352\356\361\362\350 \+

\3001\3002\3003:`);w:=N[1]*x-N[1]*A1[1]+N[2]*y-N[2]*A1[2]+N[3]*z-N[3]*

A1[3]:print(w=0);print(`\323\360\340\342\355\345\355\350\345 \342\373

\361\356\362\373, \356\357\363\371\345\355\355\356\351 \350\347 \3004 \+

\355\340 \343\360\340\355\374 \3001\3002\3003 ( \342 \357\340\360\340

\354\345\362\360\350\367\345\361\352\356\351 \364\356\360\354\345):`);

print(x=t*N[1]+A4[1]);print(y=t*N[2]+A4[2]);print(z=t*N[3]+A4[3]);prin

t(`\300\342\362\356\360: \313\340\360\350\355 \300\353\345\352\361\340

\355\344\360 \300\353\345\352\361\340\355\344\360\356\342\350\367. 200

0 \343\356\344`);" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%Q|^x|[z|[y|]y|hy

|`y|hy|cy|`y~|jy|[z-|gy|iy|dy~|[w1|[w2(~|]y~|jy|[y|[z|[y|gy|`y|]z|[z|c

y|bz|`y|\\z|ey|iy|dy~|_z|iy|[z|gy|`y):G" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 

20 "6#/%\"xG\"\"!" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#/%\"yG,$%\"tG\"\"

#" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#/%\"zG,$%\"tG\"\"(" }}{PARA 11 "

" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%<|^x|[z|[y|]y|hy|`y|hy|cy|`y~|jy|fy|iy|\\z|ey|i

y|\\z|]z|cy~|[w1|[w2|[w3:G" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#/,$%\"xG

!#X\"\"!" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%ho|^x|[z|[y|]y|hy|`y|hy|c

y|`y~|]y|fz|\\z|iy|]z|fz,~|iy|jy|^z|dz|`y|hy|hy|iy|dy~|cy|by~|[w4~|hy|

[y~|^y|[z|[y|hy|gz~|[w1|[w2|[w3~(~|]y~|jy|[y|[z|[y|gy|`y|]z|[z|cy|bz|`

y|\\z|ey|iy|dy~|_z|iy|[z|gy|`y):G" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#/

%\"xG,&%\"tG!#X\"\"%\"\"\"" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#/%\"yG\"

\"#" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#/%\"zG\"\"&" }}{PARA 11 "" 1 "

" {XPPMATH 20 "6#%O|[w|]y|]z|iy|[z:~|fw|[y|[z|cy|hy~|[w|fy|`y|ey|\\z|[

y|hy|_y|[z~|[w|fy|`y|ey|\\z|[y|hy|_y|[z|iy|]y|cy|bz.~2000~|^y|iy|_yG" 

}}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 0 "" }}}{EXCHG {PARA 0 "" 0 "

" {TEXT -1 24 "email: aalar@cityline.ru" }}}}{MARK "6 0 0" 0 }

{VIEWOPTS 1 1 0 1 1 1803 }




_1058890056/������~1.mws
{VERSION 2 3 "IBM INTEL NT" "2.3" }

{USTYLETAB {CSTYLE "Maple Input" -1 0 "Courier" 0 1 255 0 0 1 0 1 0 0 

1 0 0 0 0 }{CSTYLE "2D Math" -1 2 "Times" 0 1 0 0 0 0 0 0 2 0 0 0 0 0 

0 }{CSTYLE "2D Output" 2 20 "" 0 1 0 0 255 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 }

{PSTYLE "Normal" -1 0 1 {CSTYLE "" -1 -1 "Times" 1 12 0 0 0 1 2 2 2 2 

2 2 1 1 1 }1 1 0 0 0 0 1 0 1 0 2 2 0 1 }{PSTYLE "Heading 1" -1 3 1 

{CSTYLE "" -1 -1 "Times" 1 18 0 0 0 1 2 1 2 2 2 2 1 1 1 }1 1 0 0 8 4 

1 0 1 0 2 2 0 1 }{PSTYLE "Maple Output" -1 11 1 {CSTYLE "" -1 -1 "Time

s" 1 12 0 0 0 1 2 2 2 2 2 2 1 1 1 }3 3 0 0 0 0 1 0 1 0 2 2 0 1 }

{PSTYLE "" 11 12 1 {CSTYLE "" -1 -1 "" 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 }

1 0 0 -1 -1 -1 0 0 0 0 0 0 -1 0 }{PSTYLE "Maple Plot" -1 13 1 {CSTYLE 

"" -1 -1 "Times" 1 12 0 0 0 1 2 2 2 2 2 2 1 1 1 }3 1 0 0 0 0 1 0 1 0 

2 2 0 1 }}

{SECT 0 {EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 239 "restart:print(`\317

\360\356\343\360\340\354\354\340 1. \317\360\350\342\345\344\345\355

\350\345 \352\342\340\344\360\340\362\350\367\355\373\365 \364\356\360

\354 \356\362 \344\342\363\365 \357\345\360\345\354\345\355\355\373

\365 \352 \352\340\355\356\355\350\367\345\361\352\356\354\363 \342

\350\344\363`);print(`\350 \361\356\361\362\340\342\353\345\355\350

\345 \352\340\355\356\355\350\367\345\361\352\356\343\356 \363\360\340

\342\355\345\355\350 \352\360\350\342\356\351 \342\362\356\360\356\343

\356 \357\356\360-\344\352\340.`);\nd:='d':print(`\323\360\340\342\355

\345\355\350\345 \352\360\350\342\356\351 \350\354\345\345\362 \342

\350\344:`);print(ax^2+bxy+cz^2+d=0);" }}{PARA 12 "" 1 "" {XPPMATH 20 

"6#%\\p|jw|[z|iy|^y|[z|[y|gy|gy|[y~1.~|jw|[z|cy|]y|`y|_y|`y|hy|cy|`y~|

ey|]y|[y|_y|[z|[y|]z|cy|bz|hy|fz|`z~|_z|iy|[z|gy~|iy|]z~|_y|]y|^z|`z~|

jy|`y|[z|`y|gy|`y|hy|hy|fz|`z~|ey~|ey|[y|hy|iy|hy|cy|bz|`y|\\z|ey|iy|g

y|^z~|]y|cy|_y|^zG" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%gn|cy~|\\z|iy|

\\z|]z|[y|]y|fy|`y|hy|cy|`y~|ey|[y|hy|iy|hy|cy|bz|`y|\\z|ey|iy|^y|iy~|

^z|[z|[y|]y|hy|`y|hy|cy~|ey|[z|cy|]y|iy|dy~|]y|]z|iy|[z|iy|^y|iy~|jy|i

y|[z-|_y|ey|[y.G" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%<|^x|[z|[y|]y|hy|

`y|hy|cy|`y~|ey|[z|cy|]y|iy|dy~|cy|gy|`y|`y|]z~|]y|cy|_y:G" }}{PARA 

11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#/,**$%#axG\"\"#\"\"\"%$bxyGF(*$%#czGF'F(%\"d

GF(\"\"!" }}}{SECT 0 {PARA 3 "" 0 "" {TEXT -1 38 "\302\342\356\344 \+

\352\356\375\364\364\350\366\350\345\355\362\356\342 \352\342\340\344

\360\340\362\350\367\355\356\351 \364\356\360\354\373." }}{EXCHG 

{PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 30 "a:=5:b:=4*sqrt(6):c:=7:d:=-44:" }}}

}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 83 "x:='x':y:='y':f:=a*x^2+b*x*

y+c*y^2+d:print(`\307\340\344\340\355\340 \352\342\340\344\360\340\362

\350\367\355\340 \364\356\360\354\340:`);print(f-d);" }}{PARA 11 "" 1 

"" {XPPMATH 20 "6#%:|bw|[y|_y|[y|hy|[y~|ey|]y|[y|_y|[z|[y|]z|cy|bz|hy|

[y~|_z|iy|[z|gy|[y:G" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#,(*$%\"xG\"\"#

\"\"&*(\"\"'#\"\"\"F&F%F+%\"yGF+\"\"%*$F,F&\"\"(" }}}{EXCHG {PARA 0 ">

 " 0 "" {MPLTEXT 1 0 165 "print(`\321\356\361\362\340\342\353\345\354 \+

\356\357\360\345\344\345\353\350\362\345\353\374 \352\342\340\344\360

\340\362\350\367\355\356\351 \364\356\360\354\373 \361 \363\367\345

\362\356\354 \361\356\341\361\362\342\345\355\355\373\365 \347\355\340

\367\345\355\350\351:`);with(linalg):A:='A':lambda:='lambda':A:=matrix

([[a-lambda, b/2], [b/2, c-lambda]]);" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 

"6#%co|\\x|iy|\\z|]z|[y|]y|fy|`y|gy~|iy|jy|[z|`y|_y|`y|fy|cy|]z|`y|fy|

gz~|ey|]y|[y|_y|[z|[y|]z|cy|bz|hy|iy|dy~|_z|iy|[z|gy|fz~|\\z~|^z|bz|`y

|]z|iy|gy~|\\z|iy|\\y|\\z|]z|]y|`y|hy|hy|fz|`z~|by|hy|[y|bz|`y|hy|cy|d

y:G" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%\"AG-%'MATRIXG6#7$7$,&\"\"&\"

\"\"%'lambdaG!\"\",$*$\"\"'#F,\"\"#F37$F/,&\"\"(F,F-F." }}}{EXCHG 

{PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 118 "print(`\320\345\370\350\342 \365

\340\360\340\352\362\345\360\350\361\362\350\367\345\361\352\356\345 \+

\363\360\340\342\355\345\355\350\345 \300=0, \355\340\365\356\344\350

\354 \361\356\341\361\362\342\345\355\355\373\345 \347\355\340\367\345

\355\350:`);lambda:=evalf(solve(det(A)=0,lambda),3);" }}{PARA 11 "" 1 

"" {XPPMATH 20 "6#%_o|[x|`y|cz|cy|]y~|`z|[y|[z|[y|ey|]z|`y|[z|cy|\\z|]

z|cy|bz|`y|\\z|ey|iy|`y~|^z|[z|[y|]y|hy|`y|hy|cy|`y~|[w=0,~|hy|[y|`z|i

y|_y|cy|gy~|\\z|iy|\\y|\\z|]z|]y|`y|hy|hy|fz|`y~|by|hy|[y|bz|`y|hy|cy:

G" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%'lambdaG6$$\"\"\"\"\"!$\"#6F(" 

}}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 64 "print(`\327\350\361\353

\356 \357\345\360\345\354\345\355\355\373\365 \352\342\340\344\360\340

\362\350\367\355\356\351 \364\356\360\354\373:`);n:=nops([lambda]);" }

}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%E|bx|cy|\\z|fy|iy~|jy|`y|[z|`y|gy|`y

|hy|hy|fz|`z~|ey|]y|[y|_y|[z|[y|]z|cy|bz|hy|iy|dy~|_z|iy|[z|gy|fz:G" }

}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%\"nG\"\"#" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 

0 "" {MPLTEXT 1 0 192 "print(`\315\340\351\344\345\354 \361\356\341

\361\362\342\345\355\355\373\345 \342\345\352\362\356\360\373:`);u:=1:

for i from 1 by 1 to n do\nv:='v':eqn1:=(a-lambda[i])*u+b/2*v;\nv:=eva

lf(solve(eqn1=0,v),3);B[i]:=[u,v];print(`\321\356\341\361\362\342\345

\355\355\373\351 \342\345\352\362\356\360`=B[i]);\nk[i]:=v/u;\nod:" }}

{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%<|hw|[y|dy|_y|`y|gy~|\\z|iy|\\y|\\z|]

z|]y|`y|hy|hy|fz|`y~|]y|`y|ey|]z|iy|[z|fz:G" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#/%3|\\x|iy|\\y|\\z|]z|]y|`y|hy|hy|fz|dy~|]y|`y|ey|]z|iy

|[zG7$\"\"\"$!$;)!\"$" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#/%3|\\x|iy|\\

y|\\z|]z|]y|`y|hy|hy|fz|dy~|]y|`y|ey|]z|iy|[zG7$\"\"\"$\"$B\"!\"#" }}}

{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 215 "print(`\312\340\355\356\355

\350\367\345\361\352\350\351 \342\350\344 \352\342\340\344\360\340\362

\350\367\355\356\351 \364\356\360\354\373:`);x1^2*lambda[1]+y1^2*lambd

a[2];print(`\312\340\355\356\355\350\367\345\361\352\356\345 \363\360

\340\342\355\345\355\350\345 \352\360\350\342\356\351:`);eqn2:=x1^2*la

mbda[1]+y1^2*lambda[2]:if d=0 then print(eqn2=0); else print(evalf(eqn

2/(-d),3)=1);fi;" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%E|ew|[y|hy|iy|hy|

cy|bz|`y|\\z|ey|cy|dy~|]y|cy|_y~|ey|]y|[y|_y|[z|[y|]z|cy|bz|hy|iy|dy~|

_z|iy|[z|gy|fz:G" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#,&*$%#x1G\"\"#$\"

\"\"\"\"!*$%#y1GF&$\"#6F)" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%?|ew|[y|

hy|iy|hy|cy|bz|`y|\\z|ey|iy|`y~|^z|[z|[y|]y|hy|`y|hy|cy|`y~|ey|[z|cy|]

y|iy|dy:G" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#/,&*$%#x1G\"\"#$\"$F#!\"%

*$%#y1GF'$\"$]#!\"$\"\"\"" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 

215 "X:=6:Y:=6:print(`\317\356\361\362\360\356\350\354 \343\360\340

\364\350\352 \352\360\350\342\356\351:`);with(plots):i:=1:implicitplot

(\{y-k[i]*x=0,y-k[i+1]*x=0,f=0\},x=-X..X, y=-Y..Y);print(`\305\361\353

\350 \343\360\340\364\350\352 \350\347\356\341\360\340\346\340\345\362

\361 \355\345 \357\356\353\355\356\361\362\374\376, \362\356 \350\347

\354\345\355\350\362\345 \347\355\340\367\345\355\350 \325 \350 Y \342

 \357\360\345\344\373\344\363\371\345\351 \347\340\357\350\361\350.`);

" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%8|jw|iy|\\z|]z|[z|iy|cy|gy~|^y|[z

|[y|_z|cy|ey~|ey|[z|cy|]y|iy|dy:G" }}{PARA 13 "" 1 "" {INLPLOT "6&-%'C

URVESG6gq7$7$$!1************R]!#:$\"1!G[ARGvz#F*7$$!1f(\\:N[9<&F*$\"1,

+++++?JF*7$F-7$$!1m@\\g#GCB&F*$\"1o@\\g#GCJ$F*7$7$$!1SR6A)[3F&F*$\"1,+

+++++OF*F37$F97$$!1c*yAb1_F&F*$\"1e*yAb1_$QF*7$7$$!1zR)p*Gj\">&F*$\"1-

+++++!3%F*F?7$FE7$$!1\"fz;Zx69&F*$\"1%fz;Zx6=%F*7$7$F($\"1a3-C`@bUF*FK

7$7$$!1************fXF*$\"1)Qd\\>v?%>F*7$$!1=c<>T`/ZF*$\"1,+++++g@F*7$

FZ7$$!1P;g?9(3\"\\F*$\"1S;g?9(3^#F*7$7$$!1XlI7d]v\\F*$\"1,+++++SEF*Fjn

7$7$$!1YlI7d]v\\F*FcoF'7$FQ7$$!1h1R+16j[F*$\"1k1R+16$Q%F*7$7$FV$\"1Arv

**>#oW%F*Fjo7$7$$!1)***********zSF*$\"1;.[RMon7F*7$$!1\">.\\k`bQ%F*$\"

1,+++++!o\"F*7$FipFU7$F`p7$$!12*e9f-gY%F*$\"15*e9f-gY%F*7$7$Fep$\"1!yE

_dl\"QWF*F`q7$7$$!1)************f$F*$\"1!Qf(Q*[6'o!#;7$$!1BDX7g'3j$F*$

\"1:++++++sF_r7$F`r7$$!11&f+&R:,QF*$\"1+^f+&R:@*F_r7$7$$!1/UB]&f'HSF*$

\"1-++++++7F*Ffr7$F\\sFdp7$7$Fep$\"1znAvb;QWF*7$$!1j*>quB![RF*$\"1n*>q

uB!GWF*7$7$F[r$\"1LywYtLTVF*Ffs7$7$$!1)***********>JF*$\"1IIb9(4-m\"F_

r7$$!1.g/r=P#>$F*$\"1:++++++CF_r7$FetFjq7$F\\t7$$!1UwwymI2LF*$\"1Ywwym

InUF*7$7$$!1(***********>JF*$\"1Cb`d*Gz>%F*F\\u7$7$$!1)***********REF*

$!1=)[gw5(zJF_r7$$!1b^g#3j:s#F*$!1%)***********R#F_r7$F]vF`t7$7$Fiu$\"

1,2(pATT,%F*7$$!1k(=62xV!GF*FH7$Fgv7$FatFeu7$7$$!1)***********f@F*$!19

'Q'e=u@xF_r7$$!1R]X-p8=AF*$!1%)***********>(F_r7$Fbw7$Fiu$!1<)[gw5(zJF

_r7$Fdv7$$!1<3@[RZHDF*$\"1?3@[RZpRF*7$7$F^w$\"1]\"f#3GR)y$F*F\\x7$7$$!

1)***********z;F*$!1U3-#[5:?\"F*7$$!1[yK#z'y\"o\"F*$!1)************>\"

F*7$7$$!1ZyK#z'y\"o\"F*F^y7$F^w$!18'Q'e=u@xF_r7$7$Fgx$\"1@&o`JH&[NF*7$

$!1jZxXo#zx\"F*F<7$F[zFbx7$Ffx7$$!1Sv+^nRq;F*$!1cC**[Kg47F*7$7$F^y$!1t

I5i)4^f\"F*F`z7$Fhy7$$!1-$*\\NExq:F*$\"10$*\\NEx!\\$F*7$7$F^y$\"1#*HD<

#G9F$F*Fjz7$7$Few$!1Xt*oEz(o>F*7$$!19!z*Q7.'4\"F*Fgx7$Fg[lFfz7$7$Few$

\"1(*)oV,J!yHF*7$$!1n=t'*[9_%*F_rF07$7$$!1o=t'*[9_%*F_rF0F`[l7$7$F`v$!

1>QW9a:EBF*7$$!1hZ1Okt+ZF_rF^w7$Fj\\lFd[l7$F\\\\l7$$!1>1'yq+'GLF_r$\"1

lgyq+'Gt#F*7$7$F`v$\"1cUg=\\$)pEF*F_]l7$7$Fht$!1eUg=\\$)pEF*7$$\"1P**G

Eg1i>F_rFiu7$7$$\"1O**GEg1i>F_rFiuFg\\l7$7$Fht$\"1<QW9a:EBF*7$$!1y**GE

g1i>F_rFco7$Fg^lFe]l7$Fi]l7$$\"1.3'yq+'GLF_r$!1xgyq+'Gt#F*7$7$Fcr$!1**

)oV,J!yHF*F\\_l7$7$Fcr$\"1Vt*oEz(o>F*7$$\"1?Z1Okt+ZF_rFgn7$Fi_lFd^l7$7

$F_s$!1%*HD<#G9F$F*7$$\"1;=t'*[9_%*F_rFat7$Fa`lFb_l7$7$F_s$\"1qI5i)4^f

\"F*7$$\"16!z*Q7.'4\"F*F\\q7$Fi`lFf_l7$F^`l7$$\"1;$*\\NExq:F*$!18$*\\N

Ex!\\$F*7$7$F\\q$!1B&o`JH&[NF*F^al7$Ff`l7$$\"1xv+^nRq;F*$\"1EC**[Kg47F

*7$7$F\\q$\"1T3-#[5:?\"F*Fhal7$7$Fgn$!1_\"f#3GR)y$F*7$$\"1dZxXo#zx\"F*

F[r7$7$Ffbl$!1(************f$F*Fdal7$7$Fgn$\"1#fQ'e=u@xF_r7$$\"1WyK#z'

y\"o\"F*F_s7$F`clF^bl7$Fbbl7$$\"1G3@[RZHDF*$!1E3@[RZpRF*7$7$Fco$!1-2(p

ATT,%F*Fecl7$7$Fco$\"1#z[gw5(zJF_r7$$\"1N]X-p8=AF*Fcr7$FbdlF]cl7$7$F0$

!1Db`d*Gz>%F*7$$\"1b(=62xV!GF*Fep7$FjdlF[dl7$7$F0$!1fIb9(4-m\"F_r7$$\"

1`^g#3j:s#F*Fht7$FbelF_dl7$Fgdl7$$\"1^wwymI2LF*$!1[wwymInUF*7$7$F<$!1L

ywYtLTVF*Fgel7$7$F<$!17%f(Q*[6'oF_r7$$\"1+g/r=P#>$F*F`v7$7$$\"1**f/r=P

#>$F*F`v7$F0$!1eIb9(4-m\"F_r7$7$F<$!1KywYtLTVF*7$$\"1s*>quB![RF*$!1p*>

quB!GWF*7$7$FH$!1\"yE_dl\"QWF*Fbgl7$7$FH$!1?.[RMon7F*7$$\"1,UB]&f'HSF*

F^y7$F_hl7$$\"1u%f+&R:,QF*$!1.Zf+&R:@*F_r7$7$$\"1?DX7g'3j$F*FewFchl7$F

ihlFafl7$Fhgl7$$\"18*e9f-gY%F*$!15*e9f-gY%F*7$7$$\"1-+++++gXF*$!1@rv**

>#oW%F*F^il7$7$Feil$!1$Rd\\>v?%>F*7$$\"1)=.\\k`bQ%F*Fgx7$F]jlF\\hl7$Fd

il7$$\"1m1R+16j[F*$!1i1R+16$Q%F*7$7$$\"1.+++++S]F*$!1^3-C`@bUF*Fbjl7$7

$Fijl$!1)G[ARGvz#F*7$$\"1WlI7d]v\\F*Fiu7$Fa[m7$$\"1I;g?9(3\"\\F*$!1D;g

?9(3^#F*7$7$$\"1;c<>T`/ZF*F^wFe[m7$7$$\"1:c<>T`/ZF*F^wFjil7$Fhjl7$$\"1

%fz;Zx69&F*$!1!fz;Zx6=%F*7$7$$\"1\")R)p*Gj\">&F*FepFc\\m7$Fi\\m7$$\"1c

*yAb1_F&F*$!1^*yAb1_$QF*7$7$$\"1SR6A)[3F&F*F[rF]]m7$7$$\"1RR6A)[3F&F*F

[r7$$\"1l@\\g#GCB&F*$!1g@\\g#GCJ$F*7$7$$\"1e(\\:N[9<&F*FatFj]m7$F`^mF^

[m-%'COLOURG6&%$RGBG\"\"\"\"\"!Fi^m-F$6gp7$7$$!11y[!y[!y[F*$!\"'Fi^m7$

$!14'o*3gUNZF*$!1*QJ5*RdCeF*7$7$FV$!1**********z3cF*Fb_m7$Fh_m7$$!13t>

s$z,_%F*$!1!p-yi?)fbF*7$7$$!1!y[!y[!y[%F*$!1++++++?bF*F\\`m7$Fb`m7$$!1

3gUNF$\\I%F*$!1\"*Rdks1&H&F*7$7$$!1b(4c(4c(4%F*F(Fh`m7$F^am7$$!12Zl)4'

o*3%F*$!1!HX8!RJI]F*7$7$Fep$!1)*********R=]F*Fbam7$Fham7$$!12M)=YRW(QF

*$!1!f;\"Q0clZF*7$7$$!1I2<tqJ2PF*FVF\\bm7$Fbbm7$$!11@6DG>fOF*$!1\"*y)[

<23]%F*7$7$F[r$!1)**********zU%F*Ffbm7$F\\cm7$$!103M)=YRW$F*$!1\">f;\"

Q0OUF*7$7$$!10<tqJ2<LF*FepF`cm7$Ffcm7$$!10&p:b*pGKF*$!1\"\\I%[/IrRF*7$

7$Fat$!1(*********fPQF*Fjcm7$F`dm7$$!1/#)z9HX8IF*$!1\"z,_3Zlq$F*7$7$$!

1\"o#Ho#Ho#HF*F[rFddm7$Fjdm7$$!1/p-yi?)z#F*$!1#4t>s$zTMF*7$7$Fiu$!1)**

*******>ZKF*F^em7$Fdem7$$!1/cDT'fHe#F*$!1#RW(e./xJF*7$7$$!1cO&eO&eODF*

FatFhem7$7$$!1dO&eO&eODF*Fat7$$!1.V[/IrnBF*$!1$p:b*pG7HF*7$7$F^w$!1(**

*******zcEF*Fefm7$F[gm7$$!1.IrnjY_@F*$!1$*pGKO`ZEF*7$7$$!1KYTj9MY@F*Fi

uF_gm7$Fegm7$$!1-<%4t>s$>F*$!1$He!p-y#Q#F*7$7$$!13c(4c(4c<F*F^wFigm7$F

_hm7$$!1-/<%4t>s\"F*$!1%fHe!p-=@F*7$7$Fgx$!1)*********Rm?F*Fchm7$Fihm7

$$!1,\"*Rdks1:F*$!1&*3gUNF`=F*7$7$$!1%eO&eO&eO\"F*FgxF]im7$Fcim7$$!1,y

i?)z9H\"F*$!1&>s$z,_)e\"F*7$7$F^y$!1)**********fZ\"F*Fgim7$7$F^y$!1(**

********fZ\"F*7$$!1+l&Q=Li2\"F*$!1&\\Vh\"owB8F*7$7$$!1%fv4c(4c(*F_rF^y

Fdjm7$7$$!1&fv4c(4c(*F_rF^y7$$!1.?&3Zl)4')F_r$!1'z9HX8!f5F*7$7$Few$!1z

*********f&))F_rFa[n7$7$Few$!1y*********f&))F_r7$$!1+!RJ5*RdkF_r$!1o4'

o*3gUzF_r7$7$$!1_`eO&eO&eF_rFewF^\\n7$7$$!1``eO&eO&eF_rFew7$$!1&*fUNF$

\\I%F_r$!1uRdks1&H&F_r7$7$F`v$!1!)*********>&HF_rF[]n7$Fa]n7$$!1!*Hrnj

Y_@F_r$!1ypGKO`ZEF_r7$7$$!14^>7&>7&>F_rF`vFe]n7$F[^n7$$\"1JO(H*4!RP\"!

#I$\"1y6O+z'pq\"Fb^n7$7$$\"1M^>7&>7&>F_rFhtF_^n7$Ff^n7$$\"1=IrnjY_@F_r

$\"17qGKO`ZEF_r7$7$Fht$\"1>+++++_HF_rFj^n7$7$Fht$\"1=+++++_HF_r7$$\"1B

gUNF$\\I%F_r$\"13Sdks1&H&F_r7$7$$\"1z`eO&eO&eF_r$\"1;++++++sF_rFg_n7$7

$$\"1y`eO&eO&eF_rFcr7$$\"1F!RJ5*RdkF_r$\"1.5'o*3gUzF_r7$7$Fcr$\"1>++++

+c))F_rFf`n7$F\\an7$$\"1K?&3Zl)4')F_r$\"1+[\"HX8!f5F*7$7$$\"1Dc(4c(4c(

*F_rF_sF`an7$Ffan7$$\"1/l&Q=Li2\"F*$\"1+N9;owB8F*7$7$F_s$\"1-+++++w9F*

Fjan7$F`bn7$$\"1/yi?)z9H\"F*$\"1*>s$z,_)e\"F*7$7$$\"1(eO&eO&eO\"F*F\\q

Fdbn7$Fjbn7$$\"1/\"*Rdks1:F*$\"1)*3gUNF`=F*7$7$F\\q$\"1-++++Sm?F*F^cn7

$Fdcn7$$\"1//<%4t>s\"F*$\"1)fHe!p-=@F*7$7$$\"15c(4c(4c<F*FgnFhcn7$F^dn

7$$\"10<%4t>s$>F*$\"1(He!p-y#Q#F*7$7$$\"1NYTj9MY@F*FcoFbdn7$Fhdn7$$\"1

0IrnjY_@F*$\"1(*pGKO`ZEF*7$7$Fgn$\"1,++++!ol#F*F\\en7$Fben7$$\"11V[/Ir

nBF*$\"1'p:b*pG7HF*7$7$$\"1fO&eO&eODF*F0Ffen7$F\\fn7$$\"11cDT'fHe#F*$

\"1&RW(e./xJF*7$7$Fco$\"1,++++?ZKF*F`fn7$Fffn7$$\"12p-yi?)z#F*$\"1&4t>

s$zTMF*7$7$$\"1%o#Ho#Ho#HF*F<Fjfn7$F`gn7$$\"12#)z9HX8IF*$\"1&z,_3Zlq$F

*7$7$F0$\"1-++++gPQF*Fdgn7$Fjgn7$$\"13&p:b*pGKF*$\"1&\\I%[/IrRF*7$7$$

\"13<tqJ2<LF*FHF^hn7$Fdhn7$$\"133M)=YRW$F*$\"1&>f;\"Q0OUF*7$7$F<$\"1-+

++++GWF*Fhhn7$F^in7$$\"14@6DG>fOF*$\"1%*y)[<23]%F*7$7$$\"1L2<tqJ2PF*Fe

ilFbin7$Fhin7$$\"14M)=YRW(QF*$\"1%f;\"Q0clZF*7$7$FH$\"1-++++S=]F*F\\jn

7$Fbjn7$$\"16Zl)4'o*3%F*$\"1%HX8!RJI]F*7$7$$\"1e(4c(4c(4%F*FijlFfjn7$7

$F][o$\"1-+++++S]F*7$$\"16gUNF$\\I%F*$\"1%*Rdks1&H&F*7$7$$\"1$y[!y[!y[

%F*$\"1.+++++?bF*Fc[o7$Fi[o7$$\"17t>s$z,_%F*$\"1%p-yi?)fbF*7$7$Feil$\"

1/++++!)3cF*F_\\o7$Fe\\o7$$\"18'o*3gUNZF*$\"1%RJ5*RdCeF*7$7$$\"12y[!y[

!y[F*$\"1/++++++gF*Fi\\oFd^m-F$6U7$7$Fe`m$\"1*********>V]%F*7$$!1^w6%H

N#)e&F*Feil7$Fj]o7$F`_m$\"1++++++'*[F*7$Fg]o7$$!13yM/8R<_F*$\"17yM/8Rd

UF*7$7$F($\"1*********RE6%F*Fb^o7$7$FV$\"1*********f4s$F*7$$!1.++++++]

F*FH7$F__oFh^o7$7$Fep$\"1)********z#HLF*7$$!1bB)eqk<T%F*F<7$Fg_oF\\_o7

$7$F[r$\"1)*********fPHF*7$$!12Zw6%HN#QF*F07$F_`oFd_o7$7$Fat$\"1)*****

***>fa#F*7$$!1hqk<THNKF*Fco7$Fg`oF\\`o7$7$Fiu$\"1)********RU:#F*7$$!18

%HN#)eqk#F*Fgn7$F_aoFd`o7$F\\ao7$$!1%*Q<_cp3EF*$\"1(*Q<_cpG@F*7$7$F^w$

\"1)********fDw\"F*Fdao7$7$Fgx$\"1*********z3P\"F*7$$!1m<THN#)e?F*F\\q

7$FaboFjao7$7$F^y$\"1))*********>z*F_r7$$!1>THN#)eq9F*F_s7$FiboF^bo7$7

$Few$\"1()********>veF_r7$$!1BZw6%HN#))F_rFcr7$FacoFfbo7$7$F`v$\"1()**

******Re>F_r7$$!1a#)eqk<THF_rFht7$FicoF^co7$7$F`v$\"1')********Re>F_r7

$$\"1Q-V(**Qvo\"!#H$!1dn43@Xz8Fddo7$7$Fht$!17++++Se>F_rFado7$7$Fcr$!18

++++?veF_r7$$\"1;#)eqk<THF_rF`v7$F_eoFhdo7$7$F_s$!15+++++#z*F_r7$$\"1)

ok<THN#))F_rFew7$7$$\"1*ok<THN#))F_rFew7$Fcr$!17++++?veF_r7$7$F\\q$!1,

++++)3P\"F*7$$\"1;THN#)eq9F*F^y7$FefoFdeo7$7$Fgn$!1,++++ci<F*7$$\"1j<T

HN#)e?F*Fgx7$F]goFbfo7$Fjfo7$$\"1GR<_cp3EF*$!1ER<_cpG@F*7$7$Fco$!1,+++

+Ca@F*Fbgo7$7$F0$!1,++++#fa#F*7$$\"14%HN#)eqk#F*F^w7$F_ho7$Fco$!1+++++

Ca@F*7$7$F<$!1,++++gPHF*7$$\"1dqk<THNKF*Fiu7$7$$\"1cqk<THNKF*Fiu7$F0$!

1+++++#fa#F*7$7$FH$!1,++++GHLF*7$$\"1/Zw6%HN#QF*Fat7$FhioFgho7$7$Feil$

!1,++++'4s$F*7$$\"1^B)eqk<T%F*F[r7$F`joFeio7$7$Fa[o$!1-++++k7TF*7$$\"1

**************\\F*Fep7$FhjoF]jo7$7$FijlFfjo7$$\"1[yM/8R<_F*$!1VyM/8RdU

F*7$7$F\\\\o$!1.++++K/XF*F^[p7$7$Fb]o$!1.+++++'*[F*7$$\"1Yw6%HN#)e&F*F

V7$F[\\pFd[pFd^m-%+AXESLABELSG6$%\"xG%\"yG" 2 304 304 304 2 0 1 0 2 9 

0 4 2 1.000000 45.000000 45.000000 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 }}{PARA 12 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%^p|`w|\\z

|fy|cy~|^y|[z|[y|_z|cy|ey~|cy|by|iy|\\y|[z|[y|ay|[y|`y|]z|\\z~|hy|`y~|

jy|iy|fy|hy|iy|\\z|]z|gz,~|]z|iy~|cy|by|gy|`y|hy|cy|]z|`y~|by|hy|[y|bz

|`y|hy|cy~|`x~|cy~Y~|]y~|jy|[z|`y|_y|fz|_y|^z|dz|`y|dy~|by|[y|jy|cy|\\

z|cy.G" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 223 "print(`\317\360

\356\343\360\340\354\354\340 2. \317\360\350\342\345\344\345\355\350

\345 \352\342\340\344\360\340\362\350\367\355\373\365 \364\356\360\354

 \356\362 \362\360\345\365 \357\345\360\345\354\345\355\355\373\365 \+

\352 \352\340\355\356\355\350\367\345\361\352\356\354\363 \342\350\344

\363.`);\nprint(`\323\360\340\342\355\345\355\350\345:`);d:='d':f:=a11

*x^2+a22*y^2+a33*z^2+a12*x*y+a13*x*z+a23*y*z+d:print(f=0);print(`\312

\342\340\344\360\340\362\350\367\355. \364\356\360\354\340:`);print(f-

d);" }}{PARA 12 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%]p|jw|[z|iy|^y|[z|[y|gy|gy|[y~

2.~|jw|[z|cy|]y|`y|_y|`y|hy|cy|`y~|ey|]y|[y|_y|[z|[y|]z|cy|bz|hy|fz|`z

~|_z|iy|[z|gy~|iy|]z~|]z|[z|`y|`z~|jy|`y|[z|`y|gy|`y|hy|hy|fz|`z~|ey~|

ey|[y|hy|iy|hy|cy|bz|`y|\\z|ey|iy|gy|^z~|]y|cy|_y|^z.G" }}{PARA 11 "" 

1 "" {XPPMATH 20 "6#%+|^x|[z|[y|]y|hy|`y|hy|cy|`y:G" }}{PARA 11 "" 1 "

" {XPPMATH 20 "6#/,0*&%$a11G\"\"\"%\"xG\"\"#F'*&%$a22GF'%\"yGF)F'*&%$a

33GF'%\"zGF)F'*(%$a12GF'F(F'F,F'F'*(%$a13GF'F(F'F/F'F'*(%$a23GF'F,F'F/

F'F'%\"dGF'\"\"!" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%3|ew|]y|[y|_y|[z|

[y|]z|cy|bz|hy.~|_z|iy|[z|gy|[y:G" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#,

.*&%$a11G\"\"\"%\"xG\"\"#F&*&%$a22GF&%\"yGF(F&*&%$a33GF&%\"zGF(F&*(%$a

12GF&F'F&F+F&F&*(%$a13GF&F'F&F.F&F&*(%$a23GF&F+F&F.F&F&" }}}{SECT 0 

{PARA 3 "" 0 "" {TEXT -1 38 "\302\342\356\344 \352\356\375\364\364\350

\366\350\345\355\362\356\342 \352\342\340\344\360\340\362\350\367\355

\356\351 \364\356\360\354\373." }}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 

0 43 "a11:=6:a12:=4:a13:=4:a22:=3:a23:=-8:a33:=3:" }}}}{EXCHG {PARA 0 

"> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 112 "print(`\314\340\362\360\350\366\340 \352

\342\340\344\360\340\362\350\367\355\356\351 \364\356\360\354\373:`);A

:=matrix([[a11, a12/2, a13/2], [a12/2, a22, a23/2], [a13/2, a23/2, a33

]]);" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%<|gw|[y|]z|[z|cy|az|[y~|ey|]y

|[y|_y|[z|[y|]z|cy|bz|hy|iy|dy~|_z|iy|[z|gy|fz:G" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#>%\"AG-%'MATRIXG6#7%7%\"\"'\"\"#F+7%F+\"\"$!\"%7%F+F.F-

" }}}{PARA 11 "" 1 "" {TEXT -1 0 "" }}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" 

{MPLTEXT 1 0 200 "print(`\321\356\361\362\340\342\350\354 \356\357\360

\345\344\345\353\350\362\345\353\374 \352\342\340\344\360\340\362\350

\367\355\356\351 \364\356\360\354\373 \361 \363\367\345\362\356\354 \+

\361\356\341\361\362\342\345\355\355\373\365 \347\355\340\367\345\355

\350\351:`);lambda:='lambda':A:=matrix([[(a11-lambda), a12/2, a13/2], \+

[a12/2, (a22-lambda), a23/2], [a13/2, a23/2, (a33-lambda)]]);" }}

{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%bo|\\x|iy|\\z|]z|[y|]y|cy|gy~|iy|jy|[

z|`y|_y|`y|fy|cy|]z|`y|fy|gz~|ey|]y|[y|_y|[z|[y|]z|cy|bz|hy|iy|dy~|_z|

iy|[z|gy|fz~|\\z~|^z|bz|`y|]z|iy|gy~|\\z|iy|\\y|\\z|]z|]y|`y|hy|hy|fz|

`z~|by|hy|[y|bz|`y|hy|cy|dy:G" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%\"A

G-%'MATRIXG6#7%7%,&\"\"'\"\"\"%'lambdaG!\"\"\"\"#F/7%F/,&\"\"$F,F-F.!

\"%7%F/F3F1" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 97 "print(`\315

\340\365\356\344\350\354 \361\356\341\361\362\342\345\355\355\373\345 \+

\347\355\340\367\345\355\350 \352\342\340\344\360\340\362\350\367\355

\356\351 \364\356\360\354\373.`);lambda:=evalf(solve(det(A)=0,lambda),

3);" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%P|hw|[y|`z|iy|_y|cy|gy~|\\z|iy

|\\y|\\z|]z|]y|`y|hy|hy|fz|`y~|by|hy|[y|bz|`y|hy|cy~|ey|]y|[y|_y|[z|[y

|]z|cy|bz|hy|iy|dy~|_z|iy|[z|gy|fz.G" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "

6#>%'lambdaG6%$!\"#\"\"!$\"\"(F(F)" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" 

{MPLTEXT 1 0 64 "print(`\327\350\361\353\356 \357\345\360\345\354\345

\355\355\373\365 \352\342\340\344\360\340\362\350\367\355\356\351 \364

\356\360\354\373:`);n:=nops([lambda]);" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 

20 "6#%E|bx|cy|\\z|fy|iy~|jy|`y|[z|`y|gy|`y|hy|hy|fz|`z~|ey|]y|[y|_y|[

z|[y|]z|cy|bz|hy|iy|dy~|_z|iy|[z|gy|fz:G" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 

20 "6#>%\"nG\"\"$" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 254 "u:=1:

for i from 1 by 1 to n do\nv:='v':w:='w':eqn1:=(a11-lambda[i])*u+a12/2

*v+a13/2*w; eqn2:=(a12/2*u+(a22-lambda[i])*v+a23/2*w);eqns:=\{eqn1,eqn

2\};\nAA:=evalf(solve(eqns,\{v,w\}),3);v:=subs(AA,v);w:=subs(AA,w);B[i

]:=[u,v,w];print(`\321\356\341\361\362\342. \342\345\352\362\356\360.`

=B[i]);\nod:" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#/%0|\\x|iy|\\y|\\z|]z|

]y.~|]y|`y|ey|]z|iy|[z.G7%\"\"\"$!\"#\"\"!F'" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#/%0|\\x|iy|\\y|\\z|]z|]y.~|]y|`y|ey|]z|iy|[z.G7%\"\"\",

&$\"$+&!\"$F&%\"wG$!\"\"\"\"!F+" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#/%0

|\\x|iy|\\y|\\z|]z|]y.~|]y|`y|ey|]z|iy|[z.G7%\"\"\",&$\"$+&!\"$F&%\"wG

$!\"\"\"\"!F+" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 0 "" }}}}

{MARK "17 0 0" 0 }{VIEWOPTS 1 1 0 1 1 1803 }




_1058886737/������~1.mws
{VERSION 2 3 "IBM INTEL NT" "2.3" }

{USTYLETAB {CSTYLE "Maple Input" -1 0 "Courier" 0 1 255 0 0 1 0 1 0 0 

1 0 0 0 0 }{CSTYLE "2D Math" -1 2 "Times" 0 1 0 0 0 0 0 0 2 0 0 0 0 0 

0 }{CSTYLE "2D Output" 2 20 "" 0 1 0 0 255 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 }

{PSTYLE "Normal" -1 0 1 {CSTYLE "" -1 -1 "" 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 }0 0 0 -1 -1 -1 0 0 0 0 0 0 -1 0 }{PSTYLE "Maple Output" 0 11 1 

{CSTYLE "" -1 -1 "" 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 }3 3 0 -1 -1 -1 0 0 

0 0 0 0 -1 0 }}

{SECT 0 {EXCHG {PARA 0 "" 0 "" {TEXT -1 42 "\302\342\345\344\350\362

\345 \352\356\356\360\344\350\355\340\362\373 \342\345\352\362\356\360

\356\342 \342 \357\360\356\361\362\360\340\355\361\362\342\345" }

{MPLTEXT 1 0 149 "\na:=[-1, 0, 3]; \nb:=[4, 1, -2];\nprint(`\321\352

\340\353\360\355\356\345 \357\360\356\350\347\342\345\344\345\355\350

\345 \342\345\352\362\356\360\356\342 \340 \350 b:`);\nfor i from 1 by

 1 to 3 do\nc[i]:=a[i]*b[i]:\nod:\ncp:=c[1]+c[2]+c[3]:cp;" }}{PARA 11 

"" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%\"aG7%!\"\"\"\"!\"\"$" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#>%\"bG7%\"\"%\"\"\"!\"#" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 

20 "6#%F|\\x|ey|[y|fy|[z|hy|iy|`y~|jy|[z|iy|cy|by|]y|`y|_y|`y|hy|cy|`y

~|]y|`y|ey|]z|iy|[z|iy|]y~|[y~|cy~b:G" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 

"6#!#5" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 168 "with(linalg):i:=

'i':\nprint(`\302\345\352\362\356\360\355\356\345 \357\360\356\350\347

\342\345\344\345\355\350\345 \342\345\352\362\356\360\356\342 \340 \+

\350 b:`);\nvp:=matrix([[i, j, k], a, b]);vp:=det(vp);print(`\300\342

\362\356\360: \313\340\360\350\355 \300\353\345\352\361\340\355\344

\360 \300\353\345\352\361\340\355\344\360\356\342\350\367. 2000 \343

\356\344`);" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#%G|]w|`y|ey|]z|iy|[z|hy

|iy|`y~|jy|[z|iy|cy|by|]y|`y|_y|`y|hy|cy|`y~|]y|`y|ey|]z|iy|[z|iy|]y~|

[y~|cy~b:G" }}{PARA 11 "" 1 "" {XPPMATH 20 "6#>%#vpG-%'MATRIXG6#7%7%%

\"iG%\"jG%\"kG7%!\"\"\"\"!\"\"$7%\"\"%\"\"\"!\"#" }}{PARA 11 "" 1 "" 

{XPPMATH 20 "6#>%#vpG,(%\"iG!\"$%\"jG\"#5%\"kG!\"\"" }}{PARA 11 "" 1 "

" {XPPMATH 20 "6#%O|[w|]y|]z|iy|[z:~|fw|[y|[z|cy|hy~|[w|fy|`y|ey|\\z|[

y|hy|_y|[z~|[w|fy|`y|ey|\\z|[y|hy|_y|[z|iy|]y|cy|bz.~2000~|^y|iy|_yG" 

}}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 1 0 0 "" }}}{EXCHG {PARA 0 "" 0 "

" {TEXT -1 24 "email: aalar@cityline.ru" }}}}{MARK "2 0 0" 0 }

{VIEWOPTS 1 1 0 1 1 1803 }




_1037780805.unknown

_1058883085/�������.mws
{VERSION 2 3 "IBM INTEL NT" "2.3" }

{USTYLETAB {CSTYLE "Maple Input" -1 0 "Courier" 0 1 255 0 0 1 0 1 0 0 

1 0 0 0 0 }{CSTYLE "" -1 256 "" 1 12 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 }

{CSTYLE "" -1 257 "" 1 12 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 }{CSTYLE "" -1 

258 "" 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 }{CSTYLE "" -1 259 "" 0 1 0 0 0 

0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 }{CSTYLE "" -1 260 "" 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 

0 }{CSTYLE "" -1 261 "" 1 12 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 }{CSTYLE "" -1 

262 "" 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 }{CSTYLE "" -1 263 "" 0 1 0 0 0 

0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 }{CSTYLE "" -1 264 "" 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 

0 }{CSTYLE "" -1 265 "" 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 }{CSTYLE "" -1 

266 "" 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 }{CSTYLE "" -1 267 "" 0 1 0 0 0 

0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 }{CSTYLE "" -1 268 "" 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 

0 }{CSTYLE "" -1 269 "" 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 }{CSTYLE "" -1 

270 "" 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 }{CSTYLE "" -1 271 "" 0 1 0 0 0 

0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 }{CSTYLE "" -1 272 "" 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 

0 }{CSTYLE "" -1 273 "" 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 }{CSTYLE "" -1 

274 "" 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 }{CSTYLE "" -1 275 "" 0 1 0 0 0 

0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 }{CSTYLE "" -1 276 "" 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 

0 }{CSTYLE "" -1 277 "" 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 }{CSTYLE "" -1 

278 "" 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 }{CSTYLE "" -1 279 "" 0 1 0 0 0 

0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 }{CSTYLE "" -1 280 "" 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 

0 }{CSTYLE "" -1 281 "" 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 }{PSTYLE "Normal

" -1 0 1 {CSTYLE "" -1 -1 "Times" 1 12 0 0 0 1 2 2 2 2 2 2 1 1 1 }1 1 

0 0 0 0 1 0 1 0 2 2 0 1 }{PSTYLE "Heading 1" -1 3 1 {CSTYLE "" -1 -1 "

Times" 1 18 0 0 0 1 2 1 2 2 2 2 1 1 1 }1 1 0 0 8 4 1 0 1 0 2 2 0 1 }

{PSTYLE "Heading 2" -1 4 1 {CSTYLE "" -1 -1 "Times" 1 14 0 0 0 1 2 1 

2 2 2 2 1 1 1 }1 1 0 0 8 2 1 0 1 0 2 2 0 1 }{PSTYLE "Maple Output" 0 

11 1 {CSTYLE "" -1 -1 "" 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 }3 3 0 -1 -1 

-1 0 0 0 0 0 0 -1 0 }}

{SECT 0 {SECT 1 {PARA 3 "" 0 "" {TEXT -1 0 "" }{TEXT 256 64 "\320\345

\370\345\355\350\345 \353\350\355\345\351\355\373\365 \361\350\361\362

\345\354 \363\360\340\342\355\345\355\350\351 3- \343\356 \357\356\360

\377\344\352\340 \354\345\362\356\344\356\354 \312\360\340\354\345\360

\340." }{TEXT -1 0 "" }}{EXCHG {PARA 0 "" 0 "" {TEXT -1 52 "\302 \361

\353\345\344\363\376\371\345\351 \361\362\360\356\352\345 \342\342\345

\344\350\362\345 \361\362\356\353\341\366\373 \352\356\375\364\364\350

\366\350\345\362\356\342 \357\360\350 " }{TEXT 258 1 "\365" }{TEXT -1 

17 " - \342  (e1), \357\360\350  " }{TEXT 259 4 "y - " }{TEXT -1 1 "

\342" }{TEXT 266 1 " " }{TEXT -1 4 "(e2)" }{TEXT 260 2 ", " }{TEXT -1 

4 "\357\360\350 " }{TEXT 267 4 "z - " }{TEXT -1 81 "\342 (e3) \350 \+

\361\362\356\353\341\345\366 \361\342\356\341\356\344\355\373\365 \367

\353\345\355\356\342 (\357\360\340\342\340\377 \367\340\361\362\374 \+

\361\350\361\362\345\354\373) -  \342 e4 \350 \355\340\346\354\350\362

\345 Enter." }{MPLTEXT 1 0 1 "\n" }{TEXT -1 20 "\352\356\375\364\364

\350\366\350\345\355\362\373 \357\360\350 \365: " }{MPLTEXT 1 0 14 "e1

:=[?, ?, ?]:" }{TEXT -1 17 "\n\352\356\375\364\364\350\366\350\345\362

\373 \357\360\350 " }{TEXT 268 1 "\363" }{TEXT -1 2 ": " }{MPLTEXT 1 

0 15 "e2:=[?, ?, ?]:\n" }{TEXT -1 16 "\352\356\375\364\364\350\366\350

\345\362\373 \357\360\350 " }{TEXT 269 1 "z" }{TEXT -1 2 ": " }

{MPLTEXT 1 0 15 "e3:=[?, ?, ?]:\n" }{TEXT -1 22 "\357\360\340\342\340

\377 \367\340\361\362\374 \361\350\361\362\345\354\373: " }{MPLTEXT 1 

0 14 "e4:=[?, ?, ?]:" }{TEXT -1 48 "\315\340\346\354\350\362\345 Enter

, \355\345 \363\341\350\360\340\377 \352\363\360\361\356\360 \361 \352

\360\340\361\355\356\343\356 \357\356\353\377." }}}{SECT 1 {PARA 4 "" 

0 "" {TEXT -1 0 "" }}{EXCHG {PARA 0 "" 0 "" {TEXT -1 14 "\315\340\346

\354\350\362\345 Enter." }{MPLTEXT 1 0 871 "\nwith(linalg):\nprint(`

\320\345\370\345\355\350\345 \353\350\355\345\351\355\373\365 \361\350

\361\362\345\354 \362\360\345\362\374\345\343\356 \357\356\360-\344

\352\340 \354\345\362\356\344\356\354 \312\360\340\354\345\360\340.`);

\nprint(`\320\345\370\340\345\362\361 \361\350\361\362\345\354\340 \+

\363\360\340\342\355\345\355\350\351:`);x:='x':y:='y':z:='z':\ne1[1]*x

+e2[1]*y+e3[1]*z=e4[1];\ne1[2]*x+e2[2]*y+e3[2]*z=e4[2];\ne1[3]*x+e2[3]

*y+e3[3]*z=e4[3];\nF1:=transpose(matrix([e1, e2, e3])):print(`\314\340

\362\360\350\366\340 \361\350\361\362\345\354\373 :`);matrix(F1);\npri

nt(`\316\357\360\345\344\345\353\350\362\345\353\374 \354\340\362\360

\350\366\373 \361\350\361\362\345\354\373:`);Delta:=det(F1);\nF2:=tran

spose(matrix([e4, e2, e3])):\nF3:=transpose(matrix([e1, e4, e3])):\nF4

:=transpose(matrix([e1, e2, e4])):\nprint(`\321\356\361\362\340\342

\350\354 \354\340\362\360\350\366\373:`);matrix(F2), matrix(F3), matri

x(F4);\nprint(`\335\362\350 \354\340\362\360\350\366\373 \357\356\353

\363\367\345\355\373 \347\340\354\345\355\356\351 \361\356\356\362\342

\345\362\361\362\342\345\355\355\356 1- \343\356, 2- \343\356 \350 3- \+

\343\356 \361\362\356\353\341\366\356\342 \354\340\362\360\350\366\373

 \361\350\361\362\345\354\373`);print(`\361\362\356\353\341\366\356

\354 \361\342\356\341\356\344\355\373\365 \367\353\345\355\356\342.`);

\nprint(`\315\340\351\344\345\354 \356\357\360\345\344\345\353\350\362

\345\353\350 \375\362\350\365 \354\340\362\360\350\366:`);\nDelta1:=de

t(F2);Delta2:=det(F3);Delta3:=det(F4);\nprint(`\320\345\370\345\355

\350\345 \361\350\361\362\345\354\373 \357\356\353\363\367\340\345\354

 \357\356 \364\356\360\354\363\353\340\354 \312\360\340\354\345\360

\340:`);\nx:=Delta1/Delta;y:=Delta2/Delta;z:=Delta3/Delta;\n" }}{PARA 

11 "" 1 "" {TEXT -1 0 "" }}}}}{PARA 3 "" 0 "" {TEXT -1 0 "" }}{SECT 1 

{PARA 3 "" 0 "" {TEXT -1 0 "" }{TEXT 261 65 "\320\345\370\345\355\350

\345 \353\350\355\345\351\355\373\365 \361\350\361\362\345\354 \363

\360\340\342\355\345\355\350\351  4- \343\356 \357\356\360\377\344\352

\340 \354\345\362\356\344\356\354 \312\360\340\354\345\360\340." }}

{EXCHG {PARA 0 "" 0 "" {TEXT -1 41 "\302\342\345\344\350\362\345 \361

\362\356\353\341\366\373 \352\356\375\364\364\350\366\350\345\362\356

\342 \361\350\361\362\345\354\373 \357\360\350 " }{TEXT 262 1 "\365" }

{TEXT -1 10 " - (e1),  " }{TEXT 263 4 "y - " }{TEXT -1 4 "(e2)" }

{TEXT 264 6 ", z - " }{TEXT -1 6 "(e3), " }{TEXT 265 1 "u" }{TEXT -1 

79 " - (e4) \350 \361\362\356\353\341\345\366 \361\342\356\341\356\344

\355\373\365 \367\353\345\355\356\342 (\357\360\340\342\340\377 \367

\340\361\362\374 \361\350\361\362\345\354\373) - e5 \350 \355\340\346

\354\350\362\345 Enter." }{MPLTEXT 1 0 1 "\n" }{TEXT -1 17 "\352\356

\375\364\364\350\366\350\345\355\362\373 \357\360\350 " }{TEXT 270 1 "

\365" }{TEXT -1 2 ": " }{MPLTEXT 1 0 18 "e1:=[?, ?, ?, ?]:\n" }{TEXT 

-1 17 "\352\356\375\364\364\350\366\350\345\355\362\373 \357\360\350 \+

" }{TEXT 271 1 "\363" }{TEXT -1 2 ": " }{MPLTEXT 1 0 18 "e2:=[?, ?, ?,

 ?]:\n" }{TEXT -1 17 "\352\356\375\364\364\350\366\350\345\355\362\373

 \357\360\350 " }{TEXT 272 1 "z" }{TEXT -1 2 ": " }{MPLTEXT 1 0 18 "e3

:=[?, ?, ?, ?]:\n" }{TEXT -1 17 "\352\356\375\364\364\350\366\350\345

\355\362\373 \357\360\350 " }{TEXT 273 1 "u" }{TEXT -1 2 ": " }

{MPLTEXT 1 0 18 "e4:=[?, ?, ?, ?]:\n" }{TEXT -1 22 "\357\360\340\342

\340\377 \367\340\361\362\374 \361\350\361\362\345\354\373: " }

{MPLTEXT 1 0 17 "e5:=[?, ?, ?, ?]:" }{TEXT -1 48 "\315\340\346\354\350

\362\345 Enter, \355\345 \363\341\350\360\340\377 \352\363\360\361\356

\360 \361 \352\360\340\361\355\356\343\356 \357\356\353\377." }}}

{SECT 1 {PARA 4 "" 0 "" {TEXT -1 0 "" }}{EXCHG {PARA 0 "" 0 "" {TEXT 

-1 14 "\315\340\346\354\350\362\345 Enter." }{MPLTEXT 1 0 1050 "\nwith

(linalg):\nprint(`\320\345\370\345\355\350\345 \353\350\355\345\351

\355\373\365 \361\350\361\362\345\354 \367\345\362\342\345\360\362\356

\343\356 \357\356\360-\344\352\340 \354\345\362\356\344\356\354 \312

\360\340\354\345\360\340.`);\nprint(`\320\345\370\340\345\362\361 \361

\350\361\362\345\354\340 \363\360\340\342\355\345\355\350\351:`);x:='x

':y:='y':z:='z':u:='u':\ne1[1]*x+e2[1]*y+e3[1]*z+e4[1]*u=e5[1];\ne1[2]

*x+e2[2]*y+e3[2]*z+e4[2]*u=e5[2];\ne1[3]*x+e2[3]*y+e3[3]*z+e4[3]*u=e5[

3];\ne1[4]*x+e2[4]*y+e3[4]*z+e4[4]*u=e5[4];\nF1:=transpose(matrix([e1,

 e2, e3, e4])):print(`\314\340\362\360\350\366\340 \361\350\361\362

\345\354\373 :`);matrix(F1);\nprint(`\316\357\360\345\344\345\353\350

\362\345\353\374 \354\340\362\360\350\366\373 \361\350\361\362\345\354

\373:`);Delta:=det(F1);\nF2:=transpose(matrix([e5, e2, e3, e4])):\nF3:

=transpose(matrix([e1, e5, e3, e4])):\nF4:=transpose(matrix([e1, e2, e

5, e4])):\nF5:=transpose(matrix([e1, e2, e3, e5])):\nprint(`\321\356

\361\362\340\342\350\354 \354\340\362\360\350\366\373:`);matrix(F2), m

atrix(F3), matrix(F4);\nmatrix(F5);\nprint(`\335\362\350 \354\340\362

\360\350\366\373 \357\356\353\363\367\345\355\373 \347\340\354\345\355

\356\351 \361\356\356\362\342\345\362\361\362\342\345\355\355\356 1- \+

\343\356, 2- \343\356, 3- \343\356 \350 4- \343\356 \361\362\356\353

\341\366\356\342 \354\340\362\360\350\366\373`);print(`\361\350\361

\362\345\354\373 \361\362\356\353\341\366\356\354 \361\342\356\341\356

\344\355\373\365 \367\353\345\355\356\342.`);\nprint(`\315\340\351\344

\345\354 \356\357\360\345\344\345\353\350\362\345\353\350 \375\362\350

\365 \354\340\362\360\350\366:`);\nDelta1:=det(F2);Delta2:=det(F3);Del

ta3:=det(F4);Delta4:=det(F5);\nprint(`\320\345\370\345\355\350\345 \+

\361\350\361\362\345\354\373 \357\356\353\363\367\340\345\354 \357\356

 \364\356\360\354\363\353\340\354 \312\360\340\354\345\360\340:`);\nx:

=Delta1/Delta;y:=Delta2/Delta;z:=Delta3/Delta;u:=Delta4/Delta;" }}}}}

{SECT 1 {PARA 3 "" 0 "" {TEXT -1 0 "" }{TEXT 257 63 "\320\345\370\345

\355\350\345 \353\350\355\345\351\355\373\365 \361\350\361\362\345\354

 \363\360\340\342\355\345\355\350\351 3- \343\356 \357\356\360\377\344

\352\340 \354\345\362\356\344\356\354 \303\340\363\361\361\340." }}

{EXCHG {PARA 0 "" 0 "" {TEXT -1 53 "\302 \361\353\345\344\363\376\371

\350\365 \361\362\360\356\352\340\365 \342\342\345\344\350\362\345 \+

\361\362\356\353\341\366\373 \352\356\375\364\364\350\366\350\345\362

\356\342 \357\360\350 " }{TEXT 274 1 "\365" }{TEXT -1 17 " - \342  (e1

), \357\360\350  " }{TEXT 275 4 "y - " }{TEXT -1 1 "\342" }{TEXT 277 

1 " " }{TEXT -1 4 "(e2)" }{TEXT 276 2 ", " }{TEXT -1 4 "\357\360\350 \+

" }{TEXT 278 4 "z - " }{TEXT -1 83 "\342 (e3) \350 \361\362\356\353

\341\345\366 \361\342\356\341\356\344\355\373\365 \367\353\345\355\356

\342 (\357\360\340\342\340\377 \367\340\361\362\374 \361\350\361\362

\345\354\373) -  \342 e4.\n\352\356\375\364\364\350\366\350\345\355

\362\373 \357\360\350 " }{TEXT 279 1 "\365" }{TEXT -1 2 ": " }

{MPLTEXT 1 0 15 "e1:=[?, ?, ?]:\n" }{TEXT -1 17 "\352\356\375\364\364

\350\366\350\345\355\362\373 \357\360\350 " }{TEXT 280 1 "y" }{TEXT 

-1 2 ": " }{MPLTEXT 1 0 15 "e2:=[?, ?, ?]:\n" }{TEXT -1 17 "\352\356

\375\364\364\350\366\350\345\355\362\373 \357\360\350 " }{TEXT 281 1 "

z" }{TEXT -1 2 ": " }{MPLTEXT 1 0 15 "e3:=[?, ?, ?]:\n" }{TEXT -1 22 "

\357\360\340\342\340\377 \367\340\361\362\374 \361\350\361\362\345\354

\373: " }{MPLTEXT 1 0 14 "e4:=[?, ?, ?]:" }{TEXT -1 48 "\315\340\346

\354\350\362\345 Enter, \355\345 \363\341\350\360\340\377 \352\363\360

\361\356\360 \361 \352\360\340\361\355\356\343\356 \357\356\353\377." 

}}}{SECT 1 {PARA 4 "" 0 "" {TEXT -1 0 "" }}{EXCHG {PARA 0 "" 0 "" 

{TEXT -1 14 "\315\340\346\354\350\362\345 Enter." }{MPLTEXT 1 0 1125 "

\nwith(linalg):\nprint(`\320\345\370\345\355\350\345 \353\350\355\345

\351\355\373\365 \361\350\361\362\345\354 \362\360\345\362\374\345\343

\356 \357\356\360-\344\352\340 \354\345\362\356\344\356\354 \303\340

\363\361\361\340.`);print(`\320\345\370\340\345\362\361 \361\350\361

\362\345\354\340 \363\360\340\342\355\345\355\350\351:`);x:='x':y:='y'

:z:='z':eqn1:=e1[1]*x+e2[1]*y+e3[1]*z=e4[1]:eqn1;eqn2:=e1[2]*x+e2[2]*y

+e3[2]*z=e4[2]:eqn2;eqn3:=e1[3]*x+e2[3]*y+e3[3]*z=e4[3]:eqn3;print(`

\320\340\347\344\345\353\350\354 \342\361\345 \363\360\340\342\355\345

\355\350 \355\340 \352\356\375\364\364\350\366\350\345\355\362 \357

\360\350 \365:`);eqn11:=eqn1/e1[1]:eqn11;eqn21:=eqn2/e1[2]:eqn21;eqn31

:=eqn3/e1[3]:eqn31;print(`\302\373\367\362\345\354 \357\345\360\342

\356\345 \363\360\340\342\355\345\355\350\345 \350\347 \342\362\356

\360\356\343\356 \350 \362\360\345\362\374\345\343\356:`);\neqn11;eqn2

2:=eqn21-eqn11:eqn22;eqn32:=eqn31-eqn11:eqn32;\no1:=op(1,eqn22):o2:=op

(1,o1):o3:=op(1,o2):o4:=op(1,eqn32):o5:=op(1,o4):o6:=op(1,o5):print(`

\317\356\344\345\353\350\354 \342\362\356\360\356\345 \350 \362\360

\345\362\374\345 \363\360\340\342\355\345\355\350 \355\340 \352\356

\375\364\364\350\366\350\345\355\362\373 \357\360\350 \363:`);eqn23:=e

qn22/o3:eqn33:=eqn32/o6:eqn11;eqn23;eqn33;print(`\302\373\367\362\345

\354 \342\362\356\360\356\345 \363\360\340\342\355\345\355\350\345 \+

\350\347 \362\360\345\362\374\345\343\356:`);eqn34:=eqn33-eqn23:eqn11;

eqn23;eqn34;print(`\315\340\365\356\344\350\354 \357\345\360\345\354

\345\355\355\363\376 z:`);z:=solve(eqn34);print(`\317\356\344\361\362

\340\342\350\354 \357\356\353\363\367\345\355\355\356\345 \347\355\340

\367\345\355\350\345 \342\356 \342\362\356\360\356\345 \363\360\340

\342\355\345\355\350\345 \350 \355\340\365\356\344\350\354 \357\345

\360\345\354\345\355\355\363\376 \363:`);eqn23;y:=solve(eqn23);print(`

\317\356\344\361\362\340\342\350\354 \357\356\353\363\367\345\355\355

\356\345 \347\355\340\367\345\355\350\345 \342\356 \357\345\360\342

\356\345 \363\360\340\342\355\345\355\350\345 \350 \355\340\365\356

\344\350\354 \357\345\360\345\354\345\355\355\363\376 \365:`);eqn11;x:

=solve(eqn11);print(`\320\345\370\345\355\350\345 \361\350\361\362\345

\354\373:`);x,y,z;print(`\300\342\362\356\360: \313\340\360\350\355 \+

\300\353\345\352\361\340\355\344\360 \300\353\345\352\361\340\355\344

\360\356\342\350\367 2001 \343.`);" }}{PARA 11 "" 1 "" {TEXT -1 0 "" }

}{PARA 11 "" 1 "" {TEXT -1 0 "" }}}{EXCHG {PARA 0 "> " 0 "" {MPLTEXT 

1 0 0 "" }}}}}}{MARK "3" 0 }{VIEWOPTS 1 1 0 1 1 1803 }




_1037741588.unknown

_1035886021.unknown

_1036784066.unknown

_1036784102.unknown

_1035960216.unknown

_1036525578.unknown

_1035960291.unknown

_1035917395.unknown

_1035884696.unknown

_1035885097.unknown

_1035884101.unknown

_1035621895.unknown

_1035625107.unknown

_1035707514.unknown

_1035707549.unknown

_1035707568.unknown

_1035707529.unknown

_1035627328.unknown

_1035707463.unknown

_1035629018.unknown

_1035625250.unknown

_1035624109.unknown

_1035624355.unknown

_1035622564.unknown

_1035408379.unknown

_1035408700.unknown

_1035480375.unknown

_1035408421.unknown

_1035407762.unknown

_1035408334.unknown

_1035407481.unknown

_1035397860.unknown

_1035399952.unknown

_1035402873.unknown

_1035403785.unknown

_1035407023.unknown

_1035400285.unknown

_1035402730.unknown

_1035398491.unknown

_1035398575.unknown

_1035399485.unknown

_1035398010.unknown

_1035389366.unknown

_1035395205.unknown

_1035397487.unknown

_1035397701.unknown

_1035395312.unknown

_1035395065.unknown

_1035389239.unknown

_1035389308.unknown

_1034584445.unknown

_1035388482.unknown

_1034588511.unknown

_1034582958.unknown

_1034108152.unknown

_1034501940.unknown

_1034503969.unknown

_1034510209.unknown

_1034580508.unknown

_1034507232.unknown

_1034503770.unknown

_1034503871.unknown

_1034502053.unknown

_1034498741.unknown

_1034501620.unknown

_1034501825.unknown

_1034500980.unknown

_1034497925.unknown

_1034497945.unknown

_1034497886.unknown

_1032877754.unknown

_1032881657.unknown

_1032882200.unknown

_1032885716.unknown

_1032885917.unknown

_1033133835.unknown

_1033134245.unknown

_1032885771.unknown

_1032882354.unknown

_1032885654.unknown

_1032882230.unknown

_1032881765.unknown

_1032881954.unknown

_1032881731.unknown

_1032881247.unknown

_1032881295.unknown

_1032881327.unknown

_1032881252.unknown

_1032879305.unknown

_1032879671.unknown

_1032881201.unknown

_1032879024.unknown

_1032879280.unknown

_1032873165.unknown

_1032876426.unknown

_1032877482.unknown

_1032874410.unknown

_1032872998.unknown

_1032873097.unknown

_1032872770.unknown

_1032862515.unknown

_1032863779.unknown

_1032867142.unknown

_1032867290.unknown

_1032872582.unknown

_1032867206.unknown

_1032864556.unknown

_1032866665.unknown

_1032863920.unknown

_1032862991.unknown

_1032863569.unknown

_1032863695.unknown

_1032863041.unknown

_1032862698.unknown

_1032862845.unknown

_1032862594.unknown

_1032860507.unknown

_1032861409.unknown

_1032862069.unknown

_1032862121.unknown

_1032861523.unknown

_1032861134.unknown

_1032861219.unknown

_1032860731.unknown

_1032859763.unknown

_1032860405.unknown

_1032860463.unknown

_1032859934.unknown

_1032859275.unknown

_1032859461.unknown

_1032858519.unknown

_1013796817.unknown

_1015489425.unknown

_1032856426.unknown

_1032856902.unknown

_1032858016.unknown

_1032858254.unknown

_1032857939.unknown

_1032856730.unknown

_1032856789.unknown

_1032856696.unknown

_1032807958.unknown

_1032855938.unknown

_1032856036.unknown

_1032809811.doc


-10







-5







5







10







-10







-7.5







-5







-2.5







2.5







5







7.5












_1032782627.unknown

_1032782983.unknown

_1021115930.unknown

_1014123001.unknown

_1014500185.unknown

_1014575076.unknown

_1015451648.unknown

_1015451765.unknown

_1015451918.unknown

_1015451734.unknown

_1014577596.unknown

_1014583511.unknown

_1015451461.unknown

_1014620727.unknown

_1014621366.unknown

_1014621418.unknown

_1014621459.unknown

_1014620892.unknown

_1014589351.unknown

_1014590805.unknown

_1014589218.unknown

_1014582755.unknown

_1014583249.unknown

_1014583483.unknown

_1014583080.unknown

_1014580358.unknown

_1014580421.unknown

_1014578172.unknown

_1014575901.unknown

_1014576122.unknown

_1014577245.unknown

_1014576014.unknown

_1014575655.unknown

_1014575868.unknown

_1014575504.unknown

_1014545862.unknown

_1014549684.unknown

_1014551849.unknown

_1014553922.unknown

_1014574054.unknown

_1014553864.unknown

_1014550026.unknown

_1014551760.unknown

_1014549918.unknown

_1014549189.unknown

_1014549461.unknown

_1014549597.unknown

_1014549295.unknown

_1014546676.unknown

_1014546854.unknown

_1014545958.unknown

_1014502536.unknown

_1014544135.unknown

_1014544646.unknown

_1014544731.unknown

_1014544288.unknown

_1014543102.unknown

_1014543689.unknown

_1014542913.unknown

_1014501390.unknown

_1014502028.unknown

_1014502149.unknown

_1014501750.unknown

_1014500704.unknown

_1014500903.unknown

_1014500388.unknown

_1014472185.unknown

_1014494622.unknown

_1014496176.unknown

_1014498845.unknown

_1014499129.unknown

_1014499466.unknown

_1014498988.unknown

_1014498640.unknown

_1014498766.unknown

_1014497784.unknown

_1014495397.unknown

_1014495838.unknown

_1014496102.unknown

_1014495809.unknown

_1014495574.unknown

_1014495747.unknown

_1014494829.unknown

_1014495251.unknown

_1014494807.unknown

_1014492481.unknown

_1014493927.unknown

_1014494396.unknown

_1014494532.unknown

_1014494239.unknown

_1014493263.unknown

_1014493429.unknown

_1014493104.unknown

_1014473370.unknown

_1014473637.unknown

_1014474519.unknown

_1014473532.unknown

_1014472664.unknown

_1014472799.unknown

_1014472431.unknown

_1014467443.unknown

_1014469716.unknown

_1014470206.unknown

_1014470664.unknown

_1014470942.unknown

_1014470248.unknown

_1014470109.unknown

_1014470142.unknown

_1014470063.unknown

_1014468911.unknown

_1014469094.unknown

_1014469633.unknown

_1014469010.unknown

_1014468656.unknown

_1014468819.unknown

_1014467667.unknown

_1014391619.unknown

_1014465798.unknown

_1014466998.unknown

_1014467222.unknown

_1014465883.unknown

_1014394155.unknown

_1014394336.unknown

_1014394009.unknown

_1014389532.unknown

_1014390071.unknown

_1014390204.unknown

_1014389566.unknown

_1014382976.unknown

_1014389446.unknown

_1014123126.unknown

_1013851373.unknown

_1013866118.unknown

_1014117185.unknown

_1014120204.unknown

_1014122368.unknown

_1014122632.unknown

_1014122732.unknown

_1014122463.unknown

_1014121370.unknown

_1014122244.unknown

_1014120798.unknown

_1014117705.unknown

_1014117894.unknown

_1014119220.unknown

_1014117863.unknown

_1014117388.unknown

_1014117665.unknown

_1014117300.unknown

_1013869536.unknown

_1013870059.unknown

_1014116357.unknown

_1014117080.unknown

_1014116224.unknown

_1013869647.unknown

_1013869705.unknown

_1013869068.unknown

_1013869409.unknown

_1013869335.unknown

_1013866330.unknown

_1013868415.unknown

_1013866186.unknown

_1013851997.unknown

_1013857669.unknown

_1013865589.unknown

_1013866026.unknown

_1013866075.unknown

_1013865963.unknown

_1013864205.unknown

_1013864532.unknown

_1013861576.unknown

_1013856532.unknown

_1013856981.unknown

_1013857626.unknown

_1013856903.unknown

_1013851999.unknown

_1013852001.unknown

_1013851998.unknown

_1013851987.unknown

_1013851992.unknown

_1013851994.unknown

_1013851996.unknown

_1013851993.unknown

_1013851990.unknown

_1013851991.unknown

_1013851988.unknown

_1013851980.unknown

_1013851982.unknown

_1013851986.unknown

_1013851981.unknown

_1013851975.unknown

_1013851977.unknown

_1013851979.unknown

_1013851976.unknown

_1013851972.unknown

_1013851974.unknown

_1013851970.unknown

_1013851971.unknown

_1013851622.unknown

_1013843484.unknown

_1013845715.unknown

_1013849277.unknown

_1013850228.unknown

_1013850901.unknown

_1013851282.unknown

_1013850682.unknown

_1013849561.unknown

_1013849768.unknown

_1013849320.unknown

_1013847795.unknown

_1013848840.unknown

_1013849239.unknown

_1013848044.unknown

_1013846786.unknown

_1013847582.unknown

_1013847152.unknown

_1013847293.unknown

_1013845735.unknown

_1013846425.unknown

_1013845438.unknown

_1013845613.unknown

_1013845669.unknown

_1013845455.unknown

_1013845056.unknown

_1013845429.unknown

_1013843758.unknown

_1013798750.unknown

_1013799663.unknown

_1013800589.unknown

_1013842930.unknown

_1013843238.unknown

_1013843258.unknown

_1013843057.unknown

_1013800661.unknown

_1013799955.unknown

_1013800197.unknown

_1013799826.unknown

_1013799092.unknown

_1013799550.unknown

_1013798890.unknown

_1013798074.unknown

_1013798530.unknown

_1013798592.unknown

_1013798249.unknown

_1013797644.unknown

_1013797796.unknown

_1013797150.unknown

_1013513079.unknown

_1013589609.unknown

_1013599463.unknown

_1013602498.unknown

_1013604259.unknown

_1013605781.unknown

_1013606809.unknown

_1013796673.unknown

_1013606327.unknown

_1013605383.unknown

_1013605627.unknown

_1013604939.unknown

_1013603929.unknown

_1013604097.unknown

_1013604180.unknown

_1013604032.unknown

_1013603748.unknown

_1013603812.unknown

_1013603184.unknown

_1013600616.unknown

_1013601184.unknown

_1013601895.unknown

_1013602172.unknown

_1013601762.unknown

_1013600733.unknown

_1013600749.unknown

_1013600635.unknown

_1013599638.unknown

_1013600492.unknown

_1013600565.unknown

_1013599941.unknown

_1013599995.unknown

_1013600117.unknown

_1013599927.unknown

_1013599534.unknown

_1013599550.unknown

_1013599481.unknown

_1013590339.unknown

_1013592170.unknown

_1013592636.unknown

_1013599398.unknown

_1013599425.unknown

_1013599259.unknown

_1013592389.unknown

_1013592550.unknown

_1013592211.unknown

_1013591566.unknown

_1013591791.unknown

_1013591950.unknown

_1013591664.unknown

_1013590625.unknown

_1013590682.unknown

_1013590541.unknown

_1013590340.unknown

_1013590265.unknown

_1013590279.unknown

_1013590229.unknown

_1013522568.unknown

_1013589078.unknown

_1013589443.unknown

_1013589545.unknown

_1013589362.unknown

_1013522747.unknown

_1013589058.unknown

_1013589019.unknown

_1013522625.unknown

_1013522707.unknown

_1013514708.unknown

_1013522200.unknown

_1013522174.unknown

_1013522182.unknown

_1013522199.unknown

_1013516449.unknown

_1013515806.unknown

_1013515940.unknown

_1013515641.unknown

_1013513143.unknown

_1013513469.unknown

_1013514064.unknown

_1013513306.unknown

_1013362852.unknown

_1013368903.unknown

_1013415939.unknown

_1013421096.unknown

_1013445265.unknown

_1013511562.unknown

_1013511609.unknown

_1013445120.unknown

_1013419873.unknown

_1013420821.unknown

_1013418784.unknown

_1013369373.unknown

_1013370499.unknown

_1013368999.unknown

_1013364749.unknown

_1013368682.unknown

_1013368798.unknown

_1013365363.unknown

_1013363300.unknown

_1013363670.unknown

_1013362888.unknown

_1013362618.unknown

_1013362727.unknown

_1013362811.unknown

_1013362637.unknown

_1013362333.unknown

_1013362390.unknown

_1013358965.unknown

_1013246715.unknown

_1013329877.unknown

_1013340402.unknown

_1013348929.unknown

_1013355152.unknown

_1013357719.unknown

_1013357908.unknown

_1013355586.unknown

_1013353067.unknown

_1013355074.unknown

_1013352839.unknown

_1013341471.unknown

_1013342221.unknown

_1013348762.unknown

_1013342175.unknown

_1013340966.unknown

_1013341196.unknown

_1013340812.unknown

_1013338127.unknown

_1013339861.unknown

_1013340052.unknown

_1013338379.unknown

_1013339182.unknown

_1013339190.unknown

_1013339138.unknown

_1013338911.unknown

_1013338939.unknown

_1013338323.unknown

_1013335541.unknown

_1013335777.unknown

_1013335832.unknown

_1013335717.unknown

_1013335049.unknown

_1013335380.unknown

_1013334984.unknown

_1013334724.unknown

_1013334768.unknown

_1013334208.unknown

_1013334302.unknown

_1013333651.unknown

_1013269154.unknown

_1013281175.unknown

_1013329328.unknown

_1013329576.unknown

_1013329701.unknown

_1013329748.unknown

_1013329615.unknown

_1013329468.unknown

_1013329523.unknown

_1013329413.unknown

_1013281718.unknown

_1013282650.unknown

_1013282777.unknown

_1013282447.unknown

_1013281272.unknown

_1013281664.unknown

_1013281229.unknown

_1013279896.unknown

_1013280965.unknown

_1013281063.unknown

_1013281101.unknown

_1013281022.unknown

_1013280769.unknown

_1013280929.unknown

_1013280590.unknown

_1013270314.unknown

_1013271214.unknown

_1013271511.unknown

_1013270963.unknown

_1013270010.unknown

_1013270281.unknown

_1013269880.unknown

_1013269961.unknown

_1013269457.unknown

_1013262254.unknown

_1013266842.unknown

_1013268635.unknown

_1013268950.unknown

_1013269078.unknown

_1013268825.unknown

_1013267013.unknown

_1013267294.unknown

_1013266950.unknown

_1013262747.unknown

_1013263151.unknown

_1013263240.unknown

_1013262887.unknown

_1013262442.unknown

_1013262561.unknown

_1013262393.unknown

_1013254210.unknown

_1013259277.unknown

_1013261543.unknown

_1013261856.unknown

_1013259381.unknown

_1013258722.unknown

_1013259077.unknown

_1013258439.unknown

_1013253889.unknown

_1013254070.unknown

_1013254157.unknown

_1013253989.unknown

_1013251304.unknown

_1013251388.unknown

_1013248914.unknown

_1012973108.unknown

_1012983818.unknown

_1013240266.unknown

_1013243522.unknown

_1013245497.unknown

_1013245642.unknown

_1013246656.unknown

_1013245698.unknown

_1013246527.unknown

_1013245552.unknown

_1013245296.unknown

_1013245402.unknown

_1013244621.unknown

_1013240562.unknown

_1013242265.unknown

_1013243192.unknown

_1013241096.unknown

_1013241733.unknown

_1013240415.unknown

_1012988870.unknown

_1012989244.unknown

_1013240068.unknown

_1012989114.unknown

_1012985111.unknown

_1012985273.unknown

_1012984573.unknown

_1012978295.unknown

_1012981730.unknown

_1012983149.unknown

_1012983351.unknown

_1012981942.unknown

_1012981329.unknown

_1012981555.unknown

_1012980881.unknown

_1012973661.unknown

_1012973938.unknown

_1012974148.unknown

_1012973803.unknown

_1012973188.unknown

_1012973592.unknown

_1012973147.unknown

_1012900978.unknown

_1012919698.unknown

_1012922059.unknown

_1012923621.unknown

_1012973010.unknown

_1012922489.unknown

_1012920848.unknown

_1012921289.unknown

_1012921955.unknown

_1012921206.unknown

_1012919894.unknown

_1012920727.unknown

_1012919773.unknown

_1012902266.unknown

_1012902516.unknown

_1012902798.unknown

_1012902902.unknown

_1012902711.unknown

_1012902387.unknown

_1012902424.unknown

_1012901550.unknown

_1012902243.unknown

_1012902134.unknown

_1012901349.unknown

_1012901455.unknown

_1012901002.unknown

_1012886447.unknown

_1012896992.unknown

_1012899703.unknown

_1012900663.unknown

_1012900770.unknown

_1012900033.unknown

_1012900222.unknown

_1012900502.unknown

_1012899805.unknown

_1012897697.unknown

_1012897797.unknown

_1012898229.unknown

_1012897754.unknown

_1012897388.unknown

_1012897589.unknown

_1012897287.unknown

_1012895202.unknown

_1012896033.unknown

_1012896384.unknown

_1012896501.unknown

_1012896115.unknown

_1012895898.unknown

_1012895984.unknown

_1012895566.unknown

_1012888520.unknown

_1012888568.unknown

_1012895116.unknown

_1012888545.unknown

_1012888021.unknown

_1012888487.unknown

_1012887665.unknown

_1012887687.unknown

_1012887698.unknown

_1012886687.unknown

_1012886531.unknown

_1012841099.unknown

_1012885467.unknown

_1012886095.unknown

_1012886200.unknown

_1012886390.unknown

_1012886134.unknown

_1012885838.unknown

_1012886005.unknown

_1012885771.unknown

_1012884947.unknown

_1012885028.unknown

_1012885342.unknown

_1012884997.unknown

_1012884852.unknown

_1012884907.unknown

_1012841161.unknown

_1012840197.unknown

_1012840318.unknown

_1012840507.unknown

_1012840535.unknown

_1012840343.unknown

_1012840341.unknown

_1012840227.unknown

_1012836411.unknown

_1012840180.unknown

_1012833116.unknown

_1012833203.unknown

_1012833239.unknown

_1012833256.unknown

_1012833265.unknown

_1012833272.unknown

_1012833274.unknown

_1012833275.unknown

_1012833273.unknown

_1012833270.unknown

_1012833271.unknown

_1012833266.unknown

_1012833261.unknown

_1012833263.unknown

_1012833264.unknown

_1012833262.unknown

_1012833258.unknown

_1012833259.unknown

_1012833257.unknown

_1012833247.unknown

_1012833252.unknown

_1012833254.unknown

_1012833255.unknown

_1012833253.unknown

_1012833250.unknown

_1012833251.unknown

_1012833248.unknown

_1012833243.unknown

_1012833245.unknown

_1012833246.unknown

_1012833244.unknown

_1012833241.unknown

_1012833242.unknown

_1012833240.unknown

_1012833221.unknown

_1012833230.unknown

_1012833234.unknown

_1012833236.unknown

_1012833237.unknown

_1012833235.unknown

_1012833232.unknown

_1012833233.unknown

_1012833231.unknown

_1012833225.unknown

_1012833228.unknown

_1012833229.unknown

_1012833226.unknown

_1012833223.unknown

_1012833224.unknown

_1012833222.unknown

_1012833212.unknown

_1012833217.unknown

_1012833219.unknown

_1012833220.unknown

_1012833218.unknown

_1012833214.unknown

_1012833215.unknown

_1012833213.unknown

_1012833208.unknown

_1012833210.unknown

_1012833211.unknown

_1012833209.unknown

_1012833206.unknown

_1012833207.unknown

_1012833204.unknown

_1012833167.unknown

_1012833185.unknown

_1012833195.unknown

_1012833199.unknown

_1012833201.unknown

_1012833202.unknown

_1012833200.unknown

_1012833197.unknown

_1012833198.unknown

_1012833196.unknown

_1012833190.unknown

_1012833192.unknown

_1012833193.unknown

_1012833191.unknown

_1012833188.unknown

_1012833189.unknown

_1012833187.unknown

_1012833176.unknown

_1012833180.unknown

_1012833182.unknown

_1012833184.unknown

_1012833181.unknown

_1012833178.unknown

_1012833179.unknown

_1012833177.unknown

_1012833171.unknown

_1012833174.unknown

_1012833175.unknown

_1012833173.unknown

_1012833169.unknown

_1012833170.unknown

_1012833168.unknown

_1012833150.unknown

_1012833158.unknown

_1012833163.unknown

_1012833165.unknown

_1012833166.unknown

_1012833164.unknown

_1012833161.unknown

_1012833162.unknown

_1012833159.unknown

_1012833154.unknown

_1012833156.unknown

_1012833157.unknown

_1012833155.unknown

_1012833152.unknown

_1012833153.unknown

_1012833151.unknown

_1012833134.unknown

_1012833144.unknown

_1012833146.unknown

_1012833147.unknown

_1012833145.unknown

_1012833141.unknown

_1012833142.unknown

_1012833136.unknown

_1012833138.unknown

_1012833139.unknown

_1012833137.unknown

_1012833135.unknown

_1012833125.unknown

_1012833129.unknown

_1012833132.unknown

_1012833133.unknown

_1012833131.unknown

_1012833127.unknown

_1012833128.unknown

_1012833126.unknown

_1012833121.unknown

_1012833123.unknown

_1012833124.unknown

_1012833122.unknown

_1012833118.unknown

_1012833120.unknown

_1012833117.unknown

_1012832946.unknown

_1012833028.unknown

_1012833063.unknown

_1012833099.unknown

_1012833107.unknown

_1012833112.unknown

_1012833114.unknown

_1012833115.unknown

_1012833113.unknown

_1012833110.unknown

_1012833111.unknown

_1012833109.unknown

_1012833103.unknown

_1012833105.unknown

_1012833106.unknown

_1012833104.unknown

_1012833101.unknown

_1012833102.unknown

_1012833100.unknown

_1012833071.unknown

_1012833076.unknown

_1012833096.unknown

_1012833098.unknown

_1012833095.unknown

_1012833074.unknown

_1012833075.unknown

_1012833072.unknown

_1012833067.unknown

_1012833069.unknown

_1012833070.unknown

_1012833068.unknown

_1012833065.unknown

_1012833066.unknown

_1012833064.unknown

_1012833045.unknown

_1012833054.unknown

_1012833058.unknown

_1012833060.unknown

_1012833062.unknown

_1012833059.unknown

_1012833056.unknown

_1012833057.unknown

_1012833055.unknown

_1012833050.unknown

_1012833052.unknown

_1012833053.unknown

_1012833051.unknown

_1012833047.unknown

_1012833049.unknown

_1012833046.unknown

_1012833037.unknown

_1012833041.unknown

_1012833043.unknown

_1012833044.unknown

_1012833042.unknown

_1012833039.unknown

_1012833040.unknown

_1012833038.unknown

_1012833032.unknown

_1012833034.unknown

_1012833036.unknown

_1012833033.unknown

_1012833030.unknown

_1012833031.unknown

_1012833029.unknown

_1012832981.unknown

_1012833009.unknown

_1012833018.unknown

_1012833022.unknown

_1012833024.unknown

_1012833026.unknown

_1012833023.unknown

_1012833020.unknown

_1012833021.unknown

_1012833019.unknown

_1012833013.unknown

_1012833015.unknown

_1012833016.unknown

_1012833014.unknown

_1012833011.unknown

_1012833012.unknown

_1012833010.unknown

_1012833000.unknown

_1012833004.unknown

_1012833006.unknown

_1012833007.unknown

_1012833005.unknown

_1012833002.unknown

_1012833003.unknown

_1012833001.unknown

_1012832995.unknown

_1012832998.unknown

_1012832999.unknown

_1012832996.unknown

_1012832993.unknown

_1012832994.unknown

_1012832992.unknown

_1012832963.unknown

_1012832971.unknown

_1012832976.unknown

_1012832979.unknown

_1012832980.unknown

_1012832978.unknown

_1012832974.unknown

_1012832975.unknown

_1012832972.unknown

_1012832967.unknown

_1012832969.unknown

_1012832970.unknown

_1012832968.unknown

_1012832965.unknown

_1012832966.unknown

_1012832964.unknown

_1012832954.unknown

_1012832958.unknown

_1012832961.unknown

_1012832962.unknown

_1012832960.unknown

_1012832956.unknown

_1012832957.unknown

_1012832955.unknown

_1012832950.unknown

_1012832952.unknown

_1012832953.unknown

_1012832951.unknown

_1012832948.unknown

_1012832949.unknown

_1012832947.unknown

_1012832899.unknown

_1012832923.unknown

_1012832930.unknown

_1012832937.unknown

_1012832941.unknown

_1012832943.unknown

_1012832944.unknown

_1012832942.unknown

_1012832939.unknown

_1012832940.unknown

_1012832938.unknown

_1012832932.unknown

_1012832934.unknown

_1012832936.unknown

_1012832933.unknown

_1012832931.unknown

_1012832927.unknown

_1012832929.unknown

_1012832928.unknown

_1012832925.unknown

_1012832926.unknown

_1012832924.unknown

_1012832907.unknown

_1012832917.unknown

_1012832920.unknown

_1012832922.unknown

_1012832918.unknown

_1012832915.unknown

_1012832916.unknown

_1012832908.unknown

_1012832903.unknown

_1012832905.unknown

_1012832906.unknown

_1012832904.unknown

_1012832901.unknown

_1012832902.unknown

_1012832900.unknown

_1012832881.unknown

_1012832890.unknown

_1012832894.unknown

_1012832896.unknown

_1012832898.unknown

_1012832895.unknown

_1012832892.unknown

_1012832893.unknown

_1012832891.unknown

_1012832886.unknown

_1012832888.unknown

_1012832889.unknown

_1012832887.unknown

_1012832884.unknown

_1012832885.unknown

_1012832882.unknown

_1012832873.unknown

_1012832877.unknown

_1012832879.unknown

_1012832880.unknown

_1012832878.unknown

_1012832875.unknown

_1012832876.unknown

_1012832874.unknown

_1012832868.unknown

_1012832871.unknown

_1012832872.unknown

_1012832870.unknown

_1012832866.unknown

_1012832867.unknown

_938333409.unknown

_1012832865.unknown

_938333457.unknown

_938333384.unknown

